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kolorem czerwonym). 
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1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Uczeń: 
— rozwiązuje równania 


kwadratowe, korzystając p . : kach : A se : ; ; 
z poznanych metod i wzorów Równanie kwadratowe może mieć dwa pierwiastki, jeden pierwiastek lub może 


— wyznacza argument, dla nie mieć pierwiastków. 
którego funkcja kwadratowa 
przyjmuje daną wartość 


1.1. Równania kwadratowe — powtórzenie 


Twierdzenie 


— przedstawia trójmian 


: Rozważmy równanie kwadratowe ax? + bx + c = 0 oraz jego wyróżnik 
kwadratowy w postaci 


-S 
iloczynowej i podaje jego A =b — 4ac. 
pierwiastki 1. Jeśli A > 0, to równanie ma dwa pierwiastki: 
FA _ —b+VA 
2 2a * 2 2a 
2. Jeśli A = 0, to równanie ma jeden pierwiastek podwójny: 
b 
£o = zo 


3. Jeśli A < 0, to równanie nie ma pierwiastków. 


Przykład 1 
a) Rozwiąż równanie 2x? — 9x + 9 = 0. 


Obliczamy wyróżnik równania kwadratowego. 
A = b? — 4ac = (—9)° — 4 - 2 . 9 = 81 — 72 = 9 > 0, więc równanie ma dwa 


pierwiastki. VA = v9 = 3 
—b>vA 9-3 3 —b+vA 9+3 
naa a a ae aa a 


b) Rozwiąż równanie 3x? + 3x — 1 = 0. 


A = b — 4ac = 3° — 4 - 3 - (—1) = 9 + 12 = 21 > 0, więc równanie ma dwa 
pierwiastki. VA = v21 


—b-VA —3-421 —b+vVA —3+4v21 
a = | gą = = 
2a 6 2a 6 


Tı 


c) Rozwiąż równanie 7a? — 6x + 4 = 0. 
A =b —4ac = (—6)? — 4 - ? -4 = 36 — 36 = 0 


A = 0, więc równanie ma jeden pierwiastek podwójny: 
b 6_4 
2a 5 3 


Lo = — 


d) Rozwiąż równanie 3x? — 41 +2=0. 
A =b — 4ac= (—4)2—4.3.2=16—24= —8 


A <0, więc równanie nie ma pierwiastków. 


Multiteka 


e Postać ogólna funkcji 
kwadratowej 
e Wykres funkcji kwadratowej 
e Parabola — właściwości 
i zastosowanie 


dlanauczyciela.pl |Kartkówka 1.1 


P> Generator 


testów i sprawdzianów 


mmm 10 1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Ćwiczenie 1 Ćwiczenie 1 


Rozwiąż równanie. a) A=81, z, 6, z = 3 
a) £? +30-18=0 _ d)4a?—12149=0  g) 2a? —504+4=0 e a = e 
c >; T1 , T2 ` 
b) 2x? +3x—2=0 e) 1+3x—2=0 h) 3x? — 2z- t =0 JA mm E 
c) 5x? - 1lr+2=0 f) 2r? +4r—-1=0 i) z? —3vV2r+4=0 e) A=17, 
— =3-V17 — =3+V17 
Tı , T2 
Aby rozwiązać równanie kwadratowe postaci az? + ba = 0, jego lewą stronę pa : 4 i 
rozkładamy na czynniki. p= 2 z, — =24V6 
2 y 2 
Przykład 2 g) A = —7 < 0, sprzeczne 
h) A = 10, 
Rozwiąż równanie — 3x? + 48x = 0. > 21/6 „ — 24900 
—3 ( 2 16) zj Iloczyn czynników jest sa g 
oh m równy zero, gdy któryś i) A =2, 11, = v2, ia = 2y2 
x=0 lub z—16=0 z nich jest równy zero. 
Pierwiastkami równania są liczby 0 i 16. 
Ćwiczenie 2 Ćwiczenie 2 
Rozwiąż równanie. a) z = 0 lub r =3 
= =. 
a) 2x? — 6x = 0 c) 3z + 4r? =0 e) 5x = 10x? Sa 
b) ża — Žx=0 d) — 2x — 6x? = 0 f) ja? — ig = 2g? a SER 
4 12 3t a 2 omge d) x = 0 lub z = -5 
e) r =0 lub z= +4 
Niektóre równania kwadratowe możemy rozwiązać, korzystając ze wzoru na D e= 0a i 


różnicę kwadratów, kwadrat sumy lub kwadrat różnicy. 


Przykład 3 
a) Rozwiąż równanie 16x? — 1 = 0. 
Korzystamy ze wzoru na różnicę kwadratów: a? — b? = (a — b)(a + b). 
(4x — 1)(4zr +1) =0 
4z—1=0 lub 4r+1=0 
4r =1 lub 4z = -1 
1 


Zatem równanie ma dwa pierwiastki: —4 ig 


b) Rozwiąż równanie 42? + 4x + 1 = 0. 
Korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy: a” + 2ab + b = (a +b)”. 
(2x +1)” =0 
2x+1=0 
20 =—l1 
1 


Równanie ma jeden pierwiastek: z = —;. 
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Ćwiczenie 3 

a) c=-5glubz=5 
B 2 

c) z = -7 

d) z= -4 

e)z=5 

f)z=5 
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Ćwiczenie 3 

Rozwiąż równanie, korzystając ze wzorów skróconego mnożenia. 

a) 4x” —25=0 c) x? + 14r +49=0 e) 25 + x° = 10x 
b)1-323*=0 d) 9r? +6: +1=0 f) 4x? +15 = 20z — 10 


Przypomnijmy, że postać y = a(x — 11)(% — 12), gdzie a # 0, nazywamy 
postacią iloczynową funkcji kwadratowej. 
Wyrażenia © — xı i £ — £ nazywamy czynnikami liniowymi. 


Liczby z, i z2 występujące w postaci iloczynowej są miejscami zerowymi (pier- 
wiastkami) trójmianu kwadratowego y = a(x —zx1)(x— 12), czyli pierwiastkami 
równania a(x — x)(x — 19) = 0. 


Dany jest trójmian kwadratowy y = aa? + bz + c. 

u Jeśli A > 0, to trójmian można przedstawić w postaci iloczynowej 

y = a(x — 1,)(% — 12), gdzie 14, z2 są pierwiastkami tego trójmianu. 

u Jeśli A = 0, to trójmian można przedstawić w postaci iloczynowej 

y = a(x — xo)’, gdzie £o jest pierwiastkiem podwójnym tego trójmianu. 

u Jeśli A < 0, to trójmianu nie można przedstawić w postaci iloczynowej 
(nie można go rozłożyć na czynniki liniowe). 


Przykład 4 
Przedstaw trójmian kwadratowy y = 2x? — z — 3 w postaci iloczynowej, jeśli 
to możliwe. 


Obliczamy wyróżnik: 
A =b? — 4ac = (—1)? — 4 - 2. (—3) 
pierwiastki. VA = 25 =5 


—b>vVA _ 1-5 _ 1 paz DIYA _ 145 _3 
2a 4 E 2a 4 2 


1 + 24 = 25 > 0, więc trójmian ma dwa 


11 = 


Postać iloczynowa trójmianu: y = 2(x + 1) (x — Ż). 

Ćwiczenie 4 

Wyznacz pierwiastki trójmianu kwadratowego i przedstaw go (jeśli to moż- 
liwe) w postaci iloczynowej. 


a) y=6x27+xz—1 d) y = x? — 3z — 1 g) y = 9x? + 1 
b) y = 22? — 5x +2 e) y = r? + V2x — 4 h) y = +x? — 3x 
c) y=-—r? + £r-1 f) y = 3r? + 2x +2 i) y = 4r? — 4r +2 
Ćwiczenie 4 

a) A = 25, x1 312 = 4, y = 6(x + 4)(£ — 3) 

b) A =9, t1 = 5 22 = 2, y = 2(1 — 5)(x — 2) 

c) A s, Tı $, T2 3, y (x (z 3) 

d) A = 16, zı 1, x2 = 7, y = (x + 1)(x — 7) 

e) A = 18, zı = —2V2, 1ą = V2, y = (z + 2V2) (x — v2) 

i) A=B a s Hl s ET y= I £) (2 a) 

g) A = 36, xı A 9(x + 4)(£— 5) 

h) A=9, zı = —12, £2 = 0, y = — 4x (x +12) 

i) A = —16 < 0. Trójmian kwadratowy nie ma pierwiastków i nie można przedstawić 


go w postaci iloczynowej. 


Zadania Odpowiedzi do zadań 
E n 1. a) A=—7,0 pierwiastków 


1. Oblicz wyróżnik równania kwadratowego i określ liczbę jego pierwiastków. b) A = 49, 2 pierwiastki 
a) x? —3r+4=0  d)4a*+20x+25=0 g) 8r? +3x=0 TAT, : POWA 

A Pare i 5 d) A = 0, 1 pierwiastek 

b) 5z? +3r-2=0 e) 6r*—ż2x+4=0 h) 5z? -9=0 e) A = 1, 2 pierwiastki 

c) —3a?+2r+9=0 f) -ża?” —20+6=0 i) ża +2=0 f) A = 20, 2 pierwiastki 


g) A = 9, 2 pierwiastki 


2. Rozwiąż równanie. h) A = 180, 2 pierwiastki 
a) z? —6zr—-7=0 d) 4r? -—2r+1=0 g) 25x? +5r—6=0 i) A = —ŝ, 0 pierwiastków 
b) 2x +71—4=0 e) 5r? +2r+1=0 h) 2x? — 6Y2r+9=0 Z 4. 
2 = —6r2 = A 3,2 7 a b) z = —4 lub z = 5 
c) 4z? +5r+1=0 f) —6r?+r+1=0 i) ża —524+1=0 A SDE 
3. Rozwiąż równanie. d)z=z 
e) sprzeczne 
a) «*+1=5—2a* d) (zz — 1)(żz +1) =2 g) (=-=; f)z=-glubz=g 
b) 3(x? +1)=5 e) (1+1)? = (1—2)?  h)(3:+1)?=9 g) z =-Ż lub z= 2 
c) (x— 1} =—2x f) (3x0 —2)? =(2x1+3)* i) (2x—1? =4 h) z = żV2 
j e= oas? 
4. Ponti ALE 3 : i : 8.a) c= 2⁄3 sz ara 
i el +2 +3 +1 +4 
a) z == c) 22) 2= SA e) CID = A 1 b) z = © nbp = £ 
c-2 z(c-2) _ (c+3)? 2 (1-4)? (1-32)? r? —_ 3-0 c) S DWAŚCZLĘ 
b) 2 6 0 d) 3 T Eg f) 12 3 4 d) z = 2V3 lub z = 2V3 
5. Liczby zı i 19 są miejscami zerowymi funkcji f. Oblicz |14 — zəl. A U Re i = a 
q=-g lub z = 
a) f(a) = (0+3)(a— 1) c) f(z)=(s+2-v5)\(s+2+v5) WZ 
b) f(x) = 4a(a — YZ) d) f(z) = (z LA) (z ży) h)r=—$lubr=2 
i) z=-glubx=$ 
6. Wyznacz argumenty, dla których funkcja f przyjmuje wartość równą p. 4. a) z = —1 lub r = 1 
a) f(x) = x? + 4r — 13, p= 8 c) f(x) = —4r? + 24a, p=9 ab a 5 
L 4% = a —1,2 = c)x=-3y2lubx=3v2 
b) f(x) = 3z? + 11x — 6, p=-2 d) f(x) = 3x? +4r, p= -3 a 
7. Wyznacz argumenty, dla których funkcje f i g przyjmują równe wartości. e) z = LE |ub z 5+v105 
= =Ë 
a) f(x) =x? +12, g(x) = —xr? + 11x c) f(x) = (2x -— 1), g(x) = 3x -— 2 Nosi br= 
b) f(a) = ta? — a, glz) = la? — $a_ d) f(a) = (31+2)?, gla) = (0-92 $a b) v2 o) 2v5 d) v3 
> i ś j i 6. a) f(x) = 8 dla 
8. Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jeśli to możliwe. z = 3 lub = —7 
b = -2dl 
a) y = z? + 2x — 24 d) y = =x? + 14x — 49 g) y = 4z? +2r +4 m 4 
=; => 
b) y=2ax*—11x+15 e) y= —42x* — 12x — 9 h) y=ga” — 4r +3 J A= de 
c) y = iz? — 27-3 f) y= -3r +22 + ł i) y = 3x? — 5r +4 p= EEA inb g= CEE 
d =—3dl 
7. a) f(x) = g(x) dla z = 3 lub z = 8. a) y= (1 +6)(x — 4) ) FC) i 
3 Ta 5 ć q = —6 — 3y3 lub 
B= gedar ==; hbe=0 b) y = 2(x — 3) (x — 5) (== 83,3 
c) f(x) = g(x) dla z = į lub z = c) y=g(r-2+ v10)(z — 2 — v10) 
d) I sposób AA 22 
(30 +2)7= (1-43 a » RE 
8a? + 20r — 12 = 0 e) y = —4 (z + 3) 
20 aoa n N) f) y=-—3(z Zas (| — 2T 
x= —3 lub r = 4 : ( P ( E ) 
ER g) y = z(% +4) 
sposó 4 3y2 
D y= elmo 
[3e + 2| = |z — 4| sa 2) | 
30+2=«—4 lub 30 + 2 = œ — 4) i) brak postaci iloczynowej 
= =© kbp = z 
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Uczeń: 

— rozwiązuje nierówności 
kwadratowe 

— zaznacza na osi liczbowej 
iloczyn i różnicę zbiorów 
rozwiązań dwóch nierówności 
kwadratowych 

— stosuje nierówności 
kwadratowe do wyznaczania 
dziedziny funkcji, w której 
wzorze występują pierwiastki 
kwadratowe 


Ćwiczenie 1 

a) -ga” + 50 + 2 > O dla 

x E€ (—2;3) 

b) -x° + iz + 2 < 0 dla 

x € (—0o; —2) U (3; œo) 

c) z? — 6r +8 > 0 dla 

x € (—0;2) U (4; oo) 

d) x? — 6x +8 < 0 dla z € (2;4) 


Multiteka 


e Nierówność kwadratowa 


dlanauczyciela.pl | Kartkówka 1.2 


g Generator 


testów i sprawdzianów 
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1.2. Nierówności kwadratowe — 
powtórzenie 


Przykład 1 

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji 
kwadratowej f(x) = ja” — ga— 3. Jej miejscami 
zerowymi są liczby —1 i 3. 

Z wykresu możemy odczytać rozwiązania odpo- 
wiednich nierówności, np.: 

İr? — ig — 3 > O dla z € (—00; —1) U (3;00), 


4 4 7 
Ir? — ig — ê < 0 dla z € (—1;3). 


Ćwiczenie 1 

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji 
f(z) =i? + ie + 2i gl£) = z? — 6r +8. 
Korzystając z tych wykresów, podaj rozwiąza- 


nie nierówności. 


a) —1a7+1r+2>0 c) 1 —61+8>0 
b) —za? +zz+2<0 d) x? —6:+8<0 
Przykład 2 


Rozwiąż nierówność 3x? — 4x — 15 < 0. 

Zaczynamy od rozwiązania równania 3x? — 4x — 15 = 0. 

A =b? — 4ac = (—4)? — 4 -3 - (—15) = 16 + 180 = 196, VA = v196 = 14 

Pierwiastkami równania są liczby: 

_ -b-vVA _ 4-14 _ 5 _ —b+VA _ 4+4 
2a 6 3) 2a 6 

Szkicujemy parabolę o ramionach skierowanych do góry (współczynnik przy 


3 


Tı 2 


x? jest dodatni), przechodzącą przez punkty -š i 3 na osi OX. 
Ze szkicu wykresu odczytujemy: $ B 
3x? — 4x — 15 < 0 dla z € (—5;3) 


Rozwiązywanie nierówności kwadratowej składa się z kolejnych etapów: 
u rozwiązanie odpowiedniego równania, 

u naszkicowanie odpowiedniej paraboli, 

m odczytanie z rysunku rozwiązania nierówności. 


Przykład 3 

Rozwiąż nierówność — 2x? + 7x — 4 < 0. 

Rozwiązujemy równanie —2x? + 70 —4=0. 

A =b? — 4ac = 7? —4-(—2)-(—4)=49—32=17, VA = VIT 


Pierwiastkami równania są liczby: 


_ -b-vVĀ _ -7-vV17 _ 7+Vv17 pen -B+VA _ -7+V17 _ 7-Vv1?7 
2a -4 4, a 2a -4 4 


Tı 


Szkicujemy parabolę o ramionach skierowanych w dół (współczynnik przy x? 


= vi” į = VIT na osi OX. 


Ze szkicu wykresu odczytujemy: + 
—2ax? + fa — 4 < 0 dla z € ( OO; Am) U (TEE; oo) = TV Ti -X 


Zauważ, że zamiast nierówności —2a? + 7x — 4 < 0 możemy rozwiązać równo- 
ważną nierówność 2x? — 71 + 4 > 0. 


jest ujemny), przechodzącą przez punkty 


Ćwiczenie 2 Gwiezanie 2 
Rozwiąż nierówność. a) x € (—5;0) 
Ń i. 
a) 2*+5z <0 c) 2x +70—4>0 e) 5x —2x—1>0 a 
P p ió c) z € (—0; —4) U(5;00) 
Przykład 4 e) © € (—0o; Eg$) U (EE; co) 
Rozwiąż nierówność 9x? — 12x +4 > 0. f) z € (—0;—3 — V15)U 


U(—3 + v15; oo) 
Rozwiązujemy równanie 9x? — 121 + 4 = 0. 


A = b —4ac = (—12)? — 4 -9 - 4 = 144 — 144 = 0 
i . : =. soo „BO 18.2 

Równanie ma jeden pierwiastek: £o Sło dni 

Szkicujemy parabolę o ramionach skierowanych do góry. 

Jedyny punkt wspólny paraboli z osią OX to (2, 0). 


WIN 


Odczytujemy rozwiązanie nierówności: 


9a? — 120 +4 > 0 dla z € ( oo; 2) U (300) 


Ćwiczenie 3 Ćwiczenie 3 
Rozwiąż nierówność. a) x € p 

a) 9x? —12r+4 >20 b) 9r? — 12r+4 <0 c) 9z? —12r+4<0 M 
Ćwiczenie 4 Ćwiczenie 4 
Czy nierówność jest spełniona przez każdą liczbę x € R, czy jest sprzeczna? a), b) z ER 
a) 4a +1>0 b) =z? —2 <0 c) 9x +4<0 AR 
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Odpowiedzi do zadań 


Ia sl 


b) x € (—00; —3) U (5; 00) 
JE € (=00; 2) U (1; oo) 
d) z € (2— V5;2+ v5) 
e) z € (—00; —5) U (2;00) 
f) z e(- co; 3=N28 sa) U 


3+v29, 
u (22:00) 


g) z (==26; mn | 
h) z € (—00;1 — 2V2) U 
U (1 + 2V2; oo) 
E = EE) 
. a) x E€ R \ {3} 
b)xzeR 
cjzeR 
d)r=-5 


b), c) sprzeczna 
5=—V17. 5+V17 
a) z e (57; tej) 


e) z (EE, 208) 
f) z € (—0; 3) U 
(ix) 
a) z € (0; 5) 

z €(-3;3 
c) z E€ (—00; —1) U (3:00) 
d)zER 
e)zER 
f) x € (—2 — v5; —2+ v5) 
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Zadania 


1. 


5. 


Rozwiąż nierówność. 
a) 3z? +2r—-1<0  d)-x7+4x+1>0 g)z?+5r-5<0 
b) 2z? +5zr—-3>0 e) -° +ixr+3<0 h)-zr?’+2r+7<0 
c) —412+55—1<0 f) 5x —30—1>0 i) 2a -ża-—4<0 
Rozwiąż nierówność. 
a) =£? +6r—9<0 c) ża*+32+6>0 e) 2*—3vV22+5>0 
b) 9z? — 6r +1 >0 djgt"+zt+gS0 f) —vV2a?+31-—3/2>0 
Rozwiąż nierówność. 
a) a +2ar>ax+1 c) 3a” —2r+1<xr e) 3z—217 43-32? 
b) 5x?+4 < 10x—20x* d) —2x? + 5x >1 f) —x(2—- xt) > 1- x? 
Rozwiąż nierówność. 
a) (2x + 1)? + (1 — 3)? < 10 d) (ir+1) > 20-38 
b) 3x — (1 — x}? > (x —2)(x +2) e) 2-a7<(2-2)? 
c) (z —3)2 — 7 < (20 — 1)? f) (l=iu) =<(1=z) > 3x 
Wyznacz zbiory AN Bi A\B. 
a) A= {xE R:x°—4r+1 <0}, B= {r€ R: 3r- zr’ > 0} 
b) A=fxER:x*+3x+1>0),B=fx€ER:x*—51+4<0) 
c) A=fuER:x”—4x1—3>0), B={xE€R:-—r’ +z +12 > 0} 
Przeczytaj podany w ramce przykład. 
Wyznacz dziedzinę funkcji f(x) = y/z(x — 4) + vz. 
Dziedziną funkcji jest zbiór |. liczb rzeczywistych, dla których 
jej wzór ma sens. Wyrażenia pod pierwiastkami muszą być nieujemne, 
czyli muszą jednocześnie zachodzić nierówności: 
z(r-4)>0iz>0 
Pierwsza nierówność jest spełniona dla x € (—00;0) U (4;00). 
Zatem dziedziną funkcji f jest zbiór D; = £0) U (4; 00). 
Wyznacz dziedzinę funkcji f. 
a) f(x) = Vz? — 2x — 3 + yz c) (£) = Vr? — x — 6 + v16 — r? 
b) f(z)=v2a?+fr-4-—y1-z d) f(x) = vV3r? + Ta —6—y4a — r? 
5) A= 0- y3 2 V 15 = (05). 6. a) z? —23—3>0iz>0 
ANB = (2 VEI) c € (—%; —1) U (3;00) i 2 € (0;00), 
AN B= (3;2+ v3) D; = (3; 00) 
b) A= ( 00; $55) U (5; oo), aa 


x E€ (—00; —4) U (5; oojize( 
D; = (~œ; —4) U(3;1) 
c)z”-c-620i16-2a7>0 


B = (1;4), AN B = (1;4), =el 


) 
A\B= ( o0; 25) U (eu 


> € (-00; —2) U (300) i æ € (—4;4), 

a4=(g2-DuErVke,  D=-i-JUY 

ANB=(—3,2— 47), d) 3z? + 7x — 6 > 0 i 4r- x2’ >20 

NP> (e UAT) z € (—00; —3) U (3; 00 oo) i æ € (0; 4), 
Ds = (3:4) 


1.3. Równania sprowadzalne 
do równań kwadratowych 


Równanie postaci az* + bz? + c = 0, gdzie a,b,c € R oraz a Æ 0, nazywamy 
równaniem dwukwadratowym. Aby je rozwiązać, wprowadzamy pomocniczą 
niewiadomą t = x? (gdzie t > 0). Zauważ, że wówczas z* = (x?) = +, zatem 
otrzymujemy równanie kwadratowe at? + bt + c = 0. 


Przykład 1 
Rozwiąż równanie z* — 10x? + 9 = 0. 


Równanie możemy przedstawić w postaci (x°)? — 10x? + 9 = 0. Podstawiamy 
t = x? (zakładamy, że t > 0) i otrzymujemy równanie kwadratowe: 
t? —10£4+9=0 
A=100—36=64, VA=8 


=" =1>0 b=" =9>0 


Wracamy do niewiadomej x: 
5 =1 lub z? =9 
c=—1 lub z=l lub z=-3 lub r=3 


Przykład 2 
Rozwiąż równanie zí + 8z? — 9 = 0. 


Podstawiamy t = x? (zakładamy, że t > 0) i otrzymujemy równanie kwadra- 
towe: 


*+8£-9=0 
A=64+36=100, VA=10 
t= =-9<0, t = ŻE =1>0 
Rozwiązanie t; odrzucamy jako sprzeczne z założeniem. 
Wracamy do niewiadomej z: £? = 1, czyli x = —1 lub z= 1. 
Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 
a) xt — 5r? +6=0 c) t+? —12=0 e) 4x* + Ta —2=0 
b) zt +5r?+6=0 d) zt — 4r? +4 =0 f) 9x* — 8r? —1=0 
Ćwiczenie 2 
Podaj liczbę rozwiązań równania. 
a) zt — 9x? = 0 c) zt — 6r? —-7=0 e) 2x* + 3x? +5=0 
b) x* +9? = 0 d) zt — 8r? +15 = 0 f) 9x* — 12x? +4=0 
Ćwiczenie 2 
a) 3 rozwiązania: z = —3 lub x = 0 lub z = 3 


1 rozwiązanie: z = 0 

c) 2 rozwiązania: z = —vV7 lub z = v7 

d) 4 rozwiązania: z = —43 lub z = V3 lub z = — v5 lub z = V5 
) 
) 


e 
f 


0 rozwiązań 


2 rozwiązania: z = - 4/3 lub z = NE 


Uczeń: 

— rozpoznaje równania, które 
można sprowadzić do równań 
kwadratowych 

— rozwiązuje równania, które 
można sprowadzić do równań 
kwadratowych 


Ćwiczenie 1 

a) a = —V3 lub z = —V2 lub 
x = V2 lub z = v3 

b) sprzeczne 
c)1=-vV3lubx=vV3 

d) x = — v2 lub z = v2 

e e==Z lubr=; 
f)s=-llubz=1 


Uwaga do podpunktów a)-d) 

w ćwiczeniu 1 

W tych przykładach nie jest 
konieczne podstawianie. Wielu 
uczniów na poziomie rozszerzo- 
nym potrafi zapisać te równania 
w postaci iloczynowej. 

a) (z? — 3) («* — 2) =0 

1 —3=0luba*-2=0 

b) (x? +3) (x? +2) =0 

c) (x? + 4) (x? — 3) =0 

d) (x? — >) =0 
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Ćwiczenie 3 
a)1=4 
b) sprzeczne 
e)a 


Ćwiczenie 4 

a) (xz — 3) — 2Vz — 3 = 0, 
2 28 

Podstawiamy t = yz — 3, 
t > 0, i otrzymujemy: 


P- 2tż=0 
t(t-2)=0 
t= 0 lupi = 2 


yz -— 3 = 0 lub yxr-3=2 
= 5 Julo gy = 7 
b) (x — 1)— 3vyxz — 1 = 0, 
552 II 


Podstawiamy t = vyz — 1, 
t > 0, i otrzymujemy: 


tt -3t=0 
46 => 3) = 
t=0Olubt=3 


yc-l=Olubyxz-1=3 
a—WIUEGZO 

c) Vz +1+ 26 =2(x+ 1) — 2, 

cz>—-l1 

2(1+1)-vxz+1—28=0 


Podstawiamy t = vyz + 1, 
t > 0, i otrzymujemy: 


n e 
A =225 
VA = iğ 

o a (0 
Vc+1=4 
MAS 


"mmm ie 1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


W poniższych przykładach przedstawiono inne równania, które przy odpo- 
wiednim podstawieniu można sprowadzić do równań kwadratowych. 


Przykład 3 
Rozwiąż równanie z — 3/z +2 = 0. 


Zakładamy, że z > 0. Podstawiamy t = yz (zakładamy, że t > 0) i otrzymu- 
jemy równanie kwadratowe: 
Ć-3t+2= 
A=9-—8=1, zatem = 
Wracamy do niewiadomej x: 
/i=l1 lub yr=2 


c=l lub z=4 


0 
1>0,Łb=7-=2>0 


Rozwiązanie zgodne 
z założeniem, że z > 0. 


Ćwiczenie 3 

Rozwiąż równanie. 

a)z+y/i-6=0 b) :+5/:+6=0 c) 6rG-4/cr-1=0 
Przykład 4 


Rozwiąż równanie 3x + 8/1 — 2—9 = 0. 
Zakładamy, że z — 2 > 0, czyli x > 2. Równanie zapisujemy w postaci: 
3(:1-2)+6+8/x-2—9=0 
3(: —2)+8yVr-—2—3=0 


Podstawiamy t = yx — 2 (zakładamy, że t > 0) i otrzymujemy równanie 
kwadratowe: 
3 +8£—3=0 
A =64+36 = 100, VA=10 
-8-10 _ _ -8+10 _ 1 
bir A 3 <0, b= 8 =. 
Rozwiązanie tı odrzucamy, gdyż t z założenia nie może być ujemne. 


Wracamy do niewiadomej x: 


Rozwiązanie zgodne 
z założeniem, że z > 2. 


Ćwiczenie 4 
Rozwiąż równanie. 


a) 1-2y1i-—3=8 b)r-3yx-1=1 c) yx + 1+26 = 2x 


Zadania 


1. Rozwiąż równanie. 
a) zt — 13x? +36 = 0 
b) zt — 5x? +36 = 0 
c) zt — 12r? +36 = 0 


d) z4 +52? +4=0 
e) —x*+7x?—12=0 
f) 1*+2y2a?+2=0 


g) 4x* — 13r? +3 = 0 
h) 94 +177? —2=0 
i) 6zt—-5r2+1=0 


Odpowiedzi do zadań 

1. a) z = —3 lub z = —2 lub 
n=? Mon =3 
b), d), f) sprzeczne 
c) x = — V6 lub z = v6 
e) z = —2 lub z = —v3 lub 
xr = V3 lub z = 2 
g) cg=-y3lubz=-i lub 


2. Przeczytaj podany w ramce przykład. 
Równanie zê — 3x? + 2 = 0 możemy rozwiązać, podstawiając t = a? 
(gdzie t € R). Otrzymujemy równanie kwadratowe: 
© -34+2=0 
A=9-8=1, t z l, t ai 2 
Wracamy do niewiadomej z: 
r? = 1 lub z? = 2, czyli z = 1 lub z = 42 
Rozwiąż równanie. 
a) zê — 9a +8 = 0 c) zê — 7r? —8=0 e) zë —15x* —16=0 
b) zê — z3 —2=0 d) zê + 4r? —32=0  f) a* -— 4r —24=0 
3. Przeczytaj podany w ramce przykład. 
Równanie x? — 2|x| — 8 = 0 możemy rozwiązać, podstawiając t = |z| 
(zakładamy, że £ > 0). Otrzymujemy równanie kwadratowe: 
t —24-—8=0 5 =|a"=V 
AXA=4+32=36, VA=6 
a= =-2<0, t= =4>0 
Rozwiązanie tı odrzucamy jako sprzeczne z założeniem. 
Wracamy do niewiadomej z: 
|x| = 4, czyli z = —4 lub z =4 
Rozwiąż równanie. 
a) a? —4|z|+4=0 b) 2*-7|x|+10=0 ce) 2*-5a|-6=0 
4. Rozwiąż równanie. 
a) r+ty/c—12=0 b) 2r-5Yx-—2=2  c)6z+yx+1=—5 
5. Rozwiąż równanie. 
a) Wa? —3Vx=0 b) Va? +2Vr=3 c) Va-—4Vi+4=0 
4.a)z=9 5.a)x=0lubx=27 
b) X(x — 2) — 5V7 -2+2 =0,1 >22 b) z = —27 lub r = 1 
Podstawiamy t = yz — 2, t 2 0, i otrzymujemy: c) c = 16 


24? —5£+2=0 
=, lubt=2 
=. lubo=6 


c)6(z+1)+yvz+1-1=0,c> -1 
Podstawiamy t = yz + 1, t > 0, i otrzymujemy: 


W +t—-1=0 
śl dl 
t=-z<0Olubt=3 
c= 
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5-,lbo>y3 

h)x=-g5lubxz=g5 

i) = > hio = 3 

c=Ś iow sz 
2.a)ja=llubxz=2 

b) z = —1 lub x = V2 

cjz=-1llubz=2 

d) z = —2 lub x = vA 

e) x = —2 lub z = —2 

f)1=—V/2+2yT lub 

g=4M2+2YT 


3. a) Podstawiamy t = |z|, 
t > 0, i otrzymujemy: 
t? —41+4=0 
((=3F=l 
=R 
lej =2 
c=-2lubxz=2 
b) Podstawiamy t = |z|, 
t > 0, i otrzymujemy: 
P- 7t+10=0 
A=0, VA=3 
c= 2 loi =5 
lal = 2 hb |a|=0 
c = —2 lub z = 2 lub 
x = —5 lub r = 5 
c) Podstawiamy t = |z|, 
t > 0, i otrzymujemy: 


( =61=6=0 

A =49, VA =7 

t=6lubt=—1<0 
|z| =6 


x = —6 lub z = 6 


Warto powtórzyć 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) f(0) (0-104 
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Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej 


Przykład 1 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ~x? + 4z — 1. 


Obliczamy współrzędne (£w, yw) wierzchołka 
paraboli będącej wykresem funkcji f: 
Tu = —— = — — = 


Yw = f(u) = -2 +4-2—-1=3 


Korzystamy z postaci kanonicznej funkcji 

kwadratowej y = a(£— £w)? +Yw, gdzie a £ 0, 

i otrzymujemy wzór funkcji f w postaci: 
f(z) = —(x - 2) +3 

Wykres funkcji f otrzymujemy przez prze- 

sunięcie paraboli y = —a* o wektor [2,3]. 


Przykład 2 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ra? + z — 2. 


Obliczamy współrzędne (£w, Yw) wierzchołka paraboli będącej wykresem funk- 


cji f: 


Y = f (£u) = (-2) — 2 


Funkcja f ma postać kanoniczną: 


f(a) = 1(6+2)7—3 
Wykres funkcji f otrzymujemy 
przez przesunięcie paraboli y = Ig 
o wektor [—2, —3]. 


1. Zapisz w postaci kanonicznej wzór funkcji f, a następnie naszkicuj jej 


wykres. 
a) f(x) = x? — 2x —3 d) f(x) =-5x7 — 21 +1 
b) f(x) = —r? — 2x +1 e) f(x) =2r? +4xr—1 


c) f(x) = ża” — 2r 


f) f(x) =—2a* + 12a — 14 


2. O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji f, aby otrzymać wykres 


funkcji g? 

a) f(v) = 32°, gl£) = 32? — 6r +5 c) f(x) = $zr?, g(x 

b) f(x) =4a?, g(x) = 4a? + 24x d) f(x) = za”, glx 
2m O E Eo] 

b) g(x) = 4(x +3)? — 36, |-3, —36] 

c) g(z) = z(a —3) +1, [3,1] 

WAJOZEGJ rl 3 


= lz? — 2x1 +4 


3 


= a” +ir-—1 


4 


1.4. Układy równań (1) Uczeń: 


— rozwiązuje algebraicznie 
układ równań, z których 


: NY z p jedno jest równaniem 
nie mieć punktów wspólnych. paraboli, a drugie — 


YA 


Prosta i parabola mogą mieć dwa punkty wspólne, jeden punkt wspólny lub 


równaniem prostej, i podaje 
interpretację geometryczną 
rozwiązania 


— podaje interpretację geome- 
tryczną rozwiązania układu 
równań, znajdując punkty 
wspólne prostej i paraboli 
zaznacza w układzie współ- 
rzędnych obszar opisany 
układem nierówności 


PAY 


Ćwiczenie 1 


Prostą przecinającą parabolę w dwóch punktach nazywamy sieczną paraboli. 
Prostą, która nie jest równoległa do osi OY i ma z parabolą dokładnie jeden 
punkt wspólny, nazywamy styczną do paraboli. 


Przykład 1 
Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację 


geometryczną. 
y =2x 
y=a* 


Porównujemy prawe strony obu równań i otrzymu- 


jemy z? = 2x, czyli: 

a” —2zr=0 

x(x -2)=0 
Rozwiązaniami równania są liczby 0 i 2. 


Dla z = 0 mamy y= 0. Dla x = 2 mamy y = 4. 


Układ równań spełniają zatem dwie pary liczb: 


z=0 5=2 Prosta y = 2a przecina pa- 


rabolę y x? w punktach 


y=0 y=4 O(0,0) i A(2, 4). 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. 


Multiteka 


e Układy równań 
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Ćwiczenie 2 


c=—l 
a) e 


YA 


c) ka. lub 
y=4V2—6 
c=2+2y2 

a 
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[D] Przykład 2 


Uzasadnij, że parabola y = xz? ma jeden punkt 
wspólny z prostą 2x — y — 1 = 0, natomiast nie ma 
punktów wspólnych z prostą y — 2a = —4. 


Rozpatrzmy najpierw układ równań: 
2r=y=1=0 
= 
Z pierwszego równania wyznaczamy y = 2x — 1 
i podstawiamy do drugiego równania: 
2x — 1 = z? 
«a —2r+1=0 
(z-—1)7=0 


Równanie to ma jeden pierwiastek x = 1, zatem jedynym rozwiązaniem ukła- 
du równań jest para liczb: 
c= 
iR 
Rozpatrzmy teraz układ równań: 
y — 2r = —4 
= 


Z pierwszego równania wyznaczamy y = 2x — 4 i podstawiamy do drugiego 


Prosta y = 2x — 1 i parabola y = z? 
mają jeden punkt wspólny. 


równania: 
2x — 4 = r? 
zr? —2r+4=0 
A =(—2}? -—4.4=-12<0 
Układ równań jest sprzeczny, zatem prosta y = 2x — 4 nie ma punktów wspól- 
nych z parabolą y = 2?. 


Ćwiczenie 2 

Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. 
5 YE Ra 7 

a 


y= -2-1 y = 2a? +82 +7 y = -ir 


[D] Ćwiczenie 3 


Uzasadnij, że układ równań jest sprzeczny. 


> a amis 
c 


y =xr°+2r+3 y= —2r + 4r +2 1g— ly=—-1 
Ćwiczenie 3 

=3r+1 =—2r +7 =-—}ir’—r-—2 
5 y : b) y 5 y 4 

y=s +2xc+3 y = —2xr +4r +2 y=3żc+4 
«* +2r+3=3«0+1 20 +7 = 2m +40 +2 +0 —c-—2=35z+4 
1 —1+2=0 2x7 — 60 +5=0 ly) — $5—6=0 
A=-1<0 A=-—4<0 A=—-34<0 


Zatem układ równań jest 
sprzeczny. 


Zatem układ równań jest 
sprzeczny. 


Zatem układ równań jest 
sprzeczny. 


Zadania Odpowiedzi do zadań 
{`É a20 e) 2 djl 


1. Ile punktów wspólnych wykresów funkcji f i g ma obie współrzędne cał- 2. a) x = 0, y = 4 lub 
kowite? Pa! 
b) z = —4, y = 6 lub 
a) f(z)=-x+2, g(x) = z? — 2a c) flu)=20—4, g(x) = —2xr? cg=0,y=-2 
b) f(a)=v—6, g(a) = qa*—2x—3 d) f(a)=zc+1, g(a)= ge? naar 
TEAU 
" EE RAA | d) x = —4, y = 0 lub 
2. Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. sI 
) sr+y—4=0 xr? — 4r — 2y =0 y = 2r? — 4r -3 e) x =—1l, y =3 
a 
y =r? —4r+4 2z+y-2=0 8z+y+5=0 f) z = —1-v3,y = —5—4V3 
lub z = —1 + v3, 
b) r+ły+1=0 F 1? +4y-16=0 i y =2xr?° +8xr—5 y = —5 + 4V3 
y=xr+2r-—2 x—2y+4=0 c-—ly-3=0 3. a) [1,1] b) 77, 77] 


c) [4,—8] d) [3, —3] 
—2, y = 4 lub 


3. Wykresy funkcji f i g przecinają się w punktach P; (£1,y1) i Pa(£2, y2), 4. a) © 


gdzie 1, < Te. Wyznacz wektor P, P>. 
a) f(z)=x+1, g(z)=ax*+1 c) f(x) =—20+3, g(x) =x? 
b) f(z)=z+1, g(x) = —2a* +3 d) f(x) = —1-2, g(x) = za” —2 


4. Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 


i y=r 7 n F = (x — 2} 
m Hysj- Hi yez 


5. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Na rysunku obok zaznaczono w układzie współ- i Yt j= ap, 
rzędnych zbiór punktów płaszczyzny, których Ę Fa 
współrzędne (x,y) spełniają układ nierówności: À ZA 
A WADE 
y> a? EE i 
y<xr+2 4 A 4 
ZA” jesi g= m 
Zaznaczony obszar leży powyżej paraboli y = 2? ZA 4 > koo m 
ka > "e i 0,3% X u=2y=0lubr=3y=1 
i jednocześnie poniżej prostej y = z + 2. ž 


Zaznacz w układzie współrzędnych obszar opisany układem nierówności. 


>x’ —2 >x-—l1 gar 4 
Ji » f Ji sd 


y<2r+1 y <S —xz? +1 y > 0,52? — 2 
5. a) 
i r T 
i R 
I A 
| i 
| K 
| AN 
i si 
) z d 
i Swej 
\ ARE 
\ 1 a 
y 4 
PO i X 
K A 
-NF I | 
7 I I 
i i 


1.4. Układy równań (1) 23 zzz 


Uczeń: 

— rozwiązuje algebraicznie układ 
równań, z których obydwa są 
równaniami parabol, i podaje 
interpretację geometryczną 
rozwiązania 

— stosuje metodę graficzną 
do rozwiązywania równań 
i nierówności drugiego stopnia 
z wartością bezwzględną 


Ćwiczenie 1 
a) 1 punkt wspólny 
b) 0 punktów wspólnych 


Ćwiczenie 2 


Multiteka 


e Układy równań 


dlanauczyciela.pl | Kartkówka 1.5 


g Generator 


testów i sprawdzianów 


*1.5. Układy równań (2) 


Dwie różne parabole mogą mieć dwa punkty wspólne, jeden punkt wspólny 
lub mogą nie mieć punktów wspólnych. 


YA AY YA 


Ćwiczenie 1 
Naszkicuj parabole będące wykresami funkcji f i g. Ile punktów wspólnych 
mają te wykresy? 


a) f(x) =x, g(x) = —a* b) f(z)=«", g(x)=x° +1 


YA 


Przykład 1 
Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację 


y = x? — 4r 
y=-r—2r+4 
Porównujemy prawe strony obu równań i otrzymu- 


jemy x? — 4r = —2? — 2x +4, czyli 2x? — 2x — 4 = 0, 
(z + 1)(x — 2) = 0, zatem: z = —1 lub z = 2. 


geometryczną. 


Dla z = —1 mamy y = 5. Dla x = 2 mamy y = —4. 
Układ równań spełniają więc dwie pary liczb: 


x= -—l1 r=2 
y = 5 i; yY = —4 
Ćwiczenie 2 


Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. 


Parabole y = =x? — 2z +4 
i y = z? — 4r przecinają się 
w punktach A(—1,5) oraz 
B(2, —4). 


y=ax+4x0+1 b) y=-qa +4 y=zx+2xu—2 
a c 
y =- —2z+1 = ig +g y= -r — 6x —2 
a — i Y4 
c) lub 

y=6 y=-2 


"mmm 24 1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Zadania 


1. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj współrzędne punktów wspólnych 
tych wykresów. 


a) fla)=a?, g(a) = 2a? 
b) f(a) = ta?, g(a)=a?—4 


2. Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. 
y=xr -3 d) y=a —2 
a 
y=—x +4cg—3 y = —3x° — 12x — 10 


b) y =-32 +2 j y = -r° +47 -3 
e 
y = įr?’ —2r+2 y= ir- 1-3 


SEE — 12 
© y= =z" —2xu+3 f) IT 
y =2r° +4r+3 = ig’ 


c) f(x) = 3%, g(z) = 
d) f(x) =x? —1, gl£) =—2r? +2 


1,2 _ 
z" 1 


—1+3 
3. Ile punktów wspólnych mają wykresy funkcji fig? 
a) f(«) = 4a?” — 6x — 5, g(x) = 22” — 60 +3 
b) f(x) = 3x? — 2z +2, g(x) = 2r? —4a +1 
c) f(x) = 5x? — 20 +4, g(x) = 3r? +4r -3 
d) f(x) = 4r? — 3x +1, g(x) = 3x? — 2r +2 
4. Przeczytaj podany w ramce przykład. 
Na rysunku obok zaznaczono w układzie współ- A Yt ź 
rzędnych zbiór punktów płaszczyzny, których i ŚW! 
współrzędne (x,y) spełniają układ nierówności: zi p | A 
NAJ 4 l X 
y> r SA d 4 A 
y<-(x—1)7+5 KJ ’ : 
i A 1 j 
Zaznaczony obszar leży powyżej paraboli y = z? ; 5 — za 
i jednocześnie poniżej paraboli y = —(1—1)?+5. 4 


Zaznacz w układzie współrzędnych obszar opisany układem nierówności. 
Ile punktów o obu współrzędnych całkowitych należy do tego obszaru? 


> z? —1 >r —4 >z’ +20 —2 
Ji Sy o |; 


yk-x +1 y < -r?° — 4r -2 


y < iz?’ —2 


Odpowiedzi do zadań 
1. Punkty wspólne: 


a) (0,0) 
b) (-2V2, 4), (27,4) 
e) A (1) 
d) (— i 0), (1,0) 
2. f 
y 
3. 


1.5. Układy równań (2) 25 ME 


Odpowiedzi do zadań 

1. a) f(x) = g(x) dla a = —2 
lub z = 1 + v5 
b) f(x) = h(x) dla z = —4 
lub z = 2 + 2V3 

2a) a 2hb E2 
b) z = —4 lub z = 1 lubz = 2 
6) a= Omo ma =] 
die olub S 
e) x= 1 lub z=3 
f)a=2lubxz=6 


3. a) 1° Jeśli x € (—00; —2), 
to otrzymujemy: 
W -(-0=2) 20 
a +c+2>0 
A < 0, zatem brak rozwiązań, 
czyli z € R, ale uwzględniamy 
założenie i otrzymujemy: 
x € (—00; —2). 
2° Jeśli z € (—2;00), 
to otrzymujemy: 
m (6-2) >0 
W=w=220 
«u € (—0; —1) U (2;0o) 
ale z € (—2;0o), więc 
z € (—2;—1) U(2;00). 
Zatem ostatecznie: 
x € (—00; —1) U (2;00). 
b) 1° Jeśli x € (00;4), 
to otrzymujemy: 
c-2(-514)<0 
O 
x € (—4; 2) C (—o00; 4). 
2° Jeśli z € (4; o0), 
to otrzymujemy: 
w -24(0=4)| <0 
c? — 20 +8<0 
A < 0, czyli brak rozwiązań. 
Ostatecznie: z € (—4; 2). 
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Równania i nierówności z wartością bezwzględną 
Równanie z? — 4z + 2 = |x — 2| możemy rozwiązać 
graficznie, rysując wykresy funkcji: 
f(x) = x? — 4x + 2 i g(x) = |x — 2| 
Z rysunku odczytujemy rozwiązanie równania: 
x=0 lub 1 =4 


Równanie to możemy też rozwiązać algebraicznie. 
Rozpatrujemy dwa przypadki: 


1° Jeśli z — 2 > 0, czyli x € (2;00), to otrzymujemy: 
a —41+2=qr—2 


r? —55+4=0 
A=9, zatem zı = Aa = = = 1 — sprzeczność, gdyż xı ¢ (2; 00) 
—B+VA _ 5+3 _ 
m= a a t 


2° Jeśli z — 2 < 0, czyli x € (—00;2), to otrzymujemy: 


z? — 4r +2 =-—r+2 
r? — 3x =0 
r(x —3)=0 
Zatem z3 = 0, z4 = 3, ale z4 £ (—o0; 2), więc to rozwiązanie odrzucamy. 


Po rozpatrzeniu obu przypadków stwierdzamy, że równanie a? —4x1+2 = |x—2] 
jest spełnione dla x = 0 oraz dla 1 = 4. 


1. Na rysunku obok przedstawiono wykresy 
funkcji f(x) = |z +1|+1i g(x) 
Dla jakich argumentów funkcje: 


2a «1h 22 
a) f i g przyjmują te same wartości, 

b) f i h(x) = ża” przyjmują te same 
wartości? 


2. Rozwiąż równanie. 


a) x? — 2 = |z| c) 3— ir? = |z — 3| e) —x?+4x—1 = |2x—4]| 

b) z*-3|5—1|=1 d)x*-—40+2=|x+2| f) —za*+40—4 = |z—4]| 
3. Rozwiąż nierówność. 

a) x? -|r +2|>0 b)z?-—2|jz-4| <0 c) 2x*—5|r—1| > 4z—1 


3. c) 1° Jeśli z € (—0c; 1), to otrzymujemy: 
6 =5(>0-Pil) 346 
22 o 
© ( 00; 8) U ( = oo), ale z € (—00; 1), więc z € (-0%; ad 
2° Jeśli z € (1; o0), to otrzymujemy: 
% =i(o=1) 246=l 
2x7” — 9x +620 
T ( 00; 2) u (=; 00), ale z € (1; o0), więc z € (oo). 


Zatem ostatecznie: z ( 00; — U (=, oo). 


*1.6. Wzory Viete'a Uczeń: 


— stosuje wzory Viete'a do 
wyznaczania sumy oraz 
Korzystając ze wzorów na pierwiastki równania kwadratowego, można wyzna- iloczynu pierwiastków 
czyć ich sumę i iloczyn. równania kwadratowego 
— określa znaki pierwiastków 
Twierdzenie (wzory Viete'a) równania kwadratowego, 


WSE : 7 , p ; wykorzystując wzory Viete'a 
Jeśli równanie kwadratowe az* + bz + c = 0 ma pierwiastki £1, £2, to: = oujemos Vera do 
b sj : A se E 
mitasi Oraz mo m=i obliczania wartości Uraaa 
a a zawierających sumę i iloczyn 
pierwiastków trójmianu 


Uwaga. Wzory Viète’a |czyt. wjeta] możemy stosować jedynie wtedy, gdy równanie kwadratowego 
ma pierwiastki, tzn. gdy A > 0. — układa równanie kwadratowe, 
którego pierwiastki spełniają 
4. A określone warunki 
[D] Cwiczenie 1 


; ; ; i ; j 2 ; — wyprowadza wzory Viete'a 
Przeczytaj dowód wzoru na iloczyn pierwiastków równania kwadratowego. 


; : RE í Ćwiczenie 1 
Jeśli równanie kwadratowe az? + bx + c = 0 ma pierwiastki, to dane są e 2 EAP 23 
1- U 2a U 2a 
one wzorami: ze Er "e EP 8 _ A 
1 , 2 a a 
zatem a e b) A = b? — 4ac = 0, czyli: 
j 2 
pogo = BVA, DNA _ (-B)2-(VA) B-A | b2_(b2_4ac) c b? = 4ac 
t 2 2a 2a 4a? 4a? 4a? a Wówczas: 
oof RA NE ; 270 2-5) = —Ż 
a) Udowodnij wzór na sumę pierwiastków równania kwadratowego. , D A AT 
6 
b) Udowodnij, że jeśli A = 0, czyli trójmian kwadratowy ma jeden pierwiastek 6 = (że) JOE 
podwójny £o, to wzory Viete'a mają postać: 219 = 2 i g=. 
Przykład 1 
Oblicz sumę i iloczyn pierwiastków równania. 
a) 2x? — 20x +15 = 0 Najpierw sprawdzamy, czy równanie ma pierwiastki. 
A = 400 — 120 = 280 > 0, zatem istnieją dwa pierwiastki: £1, £2. 
rı +r =-= 2 =10, nr= f= B =75 
a 2 a 2 
b) 3x? —Tr+6=0 EZ 
A = 49 — 72 = —23 < 0, więc równanie nie ma pierwiastków. ROZNE 
a) 11 +T2=9, 11 :%2=—7 
Ćwiczenie 2 b) zı + Ta = 15, z1 - Ta = —34 
—91 ć =l 
Oblicz sumę i iloczyn pierwiastków równania. e) m +2 — 25, 01 :02— 3 
5 5 S d) brak pierwiastków 
a) x? —9z—7=0 c) 6x? — 151 +2=0 e)-;z —8r+1=0 Ama >boras. 
b) —2z? +3r+7=0 d) —32*+40—2=0 f) za*+3x—4=0 f) zı + z2 = —6, £1 : £2 = —} 
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Ćwiczenie 3 

a) A=1+100>0 

zı ` T2 = —25<0 

Pierwiastki mają różne znaki. 
b) A = 36-24 > 0 

T1 ` T2 = > >0 

11 + Ta =—3<0 

Oba pierwiastki są ujemne. 

c) A = 400 — 240 > 0 

£1 T2 = 5 > 0, 

T1 + T2 = z >0 

Oba pierwiastki są dodatnie. 
d) A = 25—48 < 0 
Równanie nie ma pierwiastków. 


e) A = 225 — 24 > 0 


Oba pierwiastki są ujemne. 


f) A = 6— 2v2 = V36- v8 > 0 


T1 ` T2 = a >0 
11 +to=vV3>0 
Oba pierwiastki są dodatnie. 
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Przykład 2 
Określ znaki pierwiastków równania 7x? — 9x + 1 = 0. 


A=81 — 28 = 53 > 0, więc równanie ma dwa pierwiastki: £1, £2. 


Ze wzoru Viete'a obliczamy iloczyn pierwiastków: 
c 1 
T'Ea= 47 
Ponieważ zı : £2 > 0, liczby zı, £2 mają ten sam znak (obie są ujemne lub 
obie są dodatnie). Ze wzoru Viete'a obliczamy sumę pierwiastków: 
b 9 
11 + T? === 
a T 
Oba pierwiastki mają ten sam znak oraz 1, +£ > 0, zatem z1, 12 są liczbami 


dodatnimi. 


Zwróć uwagę, że aby określić 
znaki pierwiastków równania 
kwadratowego, nie musimy 
ich wyznaczać. Możemy sko- 
rzystać z podanych obok wa- 


11-%9>0 


Liczby 11, £2 są dodatnie, gdy 
11 tt > 0 


ani © dba >> (W) 


Liczby 11, £2 są ujemne, gdy 
3 AB Foo Ś W 
runków. 


Liczby 11, 12 mają różne znaki, gdy 21: 12 < 0. 


Ćwiczenie 3 

Określ znaki pierwiastków równania. 

a) a —«xu—25=0 c) 12a? — 20: +5=0 
b) 2x? +6:+3=0 d) 3x? +5:+4=0 


e) —2z? — 15x- 3 = 0 
f) V2r? — V6z+3=0 


Czy wiesz, że... 

François Viète (1540-1603) — francuski matematyk, z za- 
wodu prawnik. Jako pierwszy konsekwentnie stosował w al- 
gebrze symbole literowe, chociaż jego notacja znacznie róż- 
niła się od używanej obecnie. Był tajnym doradcą na dworze 
Henryka III i Henryka IV. Dla tego drugiego w roku 1590 


złamał hiszpański szyfr liczący 500 znaków. 


[D] Przykład 3 


Uzasadnij, że jeśli równanie kwadratowe az?+bxz+c = 0 ma pierwiastki £1, £2, 
. 2 . Fa 2 
to suma ich kwadratów jest równa = — że, 


a 


L? + x2 = (£1 + 12)? — Żyd = 
a byŻ 2.8 — b2 2c Korzystamy ze wzorów Viete'a 
a a a? a na sumę i iloczyn pierwiastków. 


Przykład 4 
Oblicz sumę kwadratów pierwiastków równania 6x? — 9z + 2 = 0. 


Ponieważ A = 81 — 48 = 33 > 0, równanie ma dwa pierwiastki: £1, To. 


2 
EM 2 _f9 2.9 2 27-8 19 
£? + x} = (z1 + £2) — 2x122 (5) 2 = T T 


Ćwiczenie 4 
Oblicz sumę kwadratów pierwiastków równania. 


a)a-xz—1=0 


b) 2x? +6x—3=0 c) 3x? — 4r +2 =0 


Zadania 


Określ znaki pierwiastków równania. 
a)z+z-—1=0 c) 18a” — 131 +3=0 
b) 15x? +8r+1=0 d) 13x? + 13r +4=0 


e) vV3r? — 5r +2 = 0 
f) 27 -xr + v2 =0 


Uzasadnij, że jeśli równanie kwadratowe az? + bz + c = 0, gdzie c 4 0, ma 
pierwiastki, to suma ich odwrotności jest równa —* 


a” 


Oblicz sumę odwrotności pierwiastków równania. 
a) 3a —1—1=0 b) —2r? — 8r —3 = 0 c) 4x? +20r—6=0 


Oblicz sumę kwadratów pierwiastków równania. 
a) 1 +9: +6=0 b) —22*+6:+3=0 c) 


ża? +v2Żz-1=0 


Oblicz kwadrat różnicy pierwiastków równania. 
a) 32% -—1—1=0 b) —22* +5: +4=0 c) 


ża +ązr-2=0 


Uzasadnij, że jeśli równanie kwadratowe az? + bz + c = 0, gdzie c Æ 0, ma 
à x à poa 2 . 2 2 
pierwiastki x1, £2, to suma odwrotności ich kwadratów jest równa 5 = 


2_ 
Wskazówka. -5 + -, = (Ft) —201%2 
zi cz (1112) 


Oblicz sumę odwrotności kwadratów pierwiastków równania. 
a) =2*+10x+10=0 b) ga*+r=2=0 c) =z? +31 +7=0 


Czy można ułożyć równanie kwadratowe tak, aby suma i iloczyn jego pier- 
wiastków były odpowienio równe: a) 7138, b)3i7? 


Korzystając ze wzorów Viete'a, ułóż równanie kwadratowe, którego pier- 
wiastkami będą liczby dwa razy większe od pierwiastków równania: 


a) x? —5z+1=0, b) =z? + 6x — 2 = 0, c) s — 3r +4 =0. 


. Pierwiastki danego równania: £1, zo. 


Pierwiastki szukanego równania: 11 = 2x1, 19 = 2ao. 
a) A=25—4>0, 11 +12 =5,21:%2=1 

xi + Tą = 2(x1 + x2) = 10 

Ti To = 201 202 -Ariz =4 

Przykładowa odpowiedź: x? — 10x + 4 = 0. 
b)A=36—8>0,11+12=6,11:12=2 

mi TRałą = II 


cj A=9-2>0, 
11 +T2=38, men = a 
mi ma = O o ia 2 


Przykładowa odpowiedź: 
m = Grt =i 


11:12 =8 


Przykładowa odpowiedź: x? — 12x + 8 = 0. 


Ćwiczenie 4 

a) A=1+4>0 

r? | r2 = (xı | 12)? 
=? =2(-1|=3 

b) A=36+24>0 

z? + «2 = (—3)* — 2- (—2) = 12 

c) A=16—24<0 

Równanie nie ma pierwiastków. 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) różne b) ujemne 
c) dodatnie 
d) brak pierwiastków 
e) dodatnie f) różne 


o il ' I «wod -a b 
£i T2 ©1192 = c 

3. a) -1 b) -5 c) 3 

4. a) 69 b) 12 c) 12 

5. a) z b) Ed c) s 
ji 1 __ (z1+z2)7-2a1z9 _ 

6. wz W SĘ (1112)? 
ZZ = (2) = 

($) a a 

-(2.=a-20 


8. a) 11 + z2 = —} =7, czyli 


T1%2 = 4 = 3, czyli c = 3a. 


Wówczas: 
A =b — 4ac = 

= 49a? — 12a? = 37a? > 0, 
zatem można ułożyć takie 
równanie. 


b) zı + z2 = —$ = 3, czyli 
0 = = 

zız2 = 4 = 7, czyli c = Ta. 
Wówczas: 

A =b — 4ac = 


= ga” — 28a? = —19a° < 0, 
zatem nie można ułożyć takie- 
go równania. 
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Uczeń: 

— przeprowadza analizę zadania 
z parametrem 

— zapisuje konieczne założenia 
tak, aby zachodziły warunki 
podane w treści zadania 

— wyznacza te wartości 
parametru, dla których są 
spełnione warunki zadania 

— rozwiązuje zadania z para- 
metrem o znacznym stopniu 
trudności 


Ćwiczenie 1 

Z rysunku odczytujemy, że funk- 
cja y = (x — m)? + m ma dwa 
miejsca zerowe będące liczbami 
ujemnymi, gdy pierwsza współ- 
rzędna wierzchołka jest mniejsza 
od —1, czyli dla m € (—oo; —1). 


Ćwiczenie 2 
a) A=4— 12m > 0, zatem 
m € (—00; 3). 


b) A = 4m? +4m —19>0, 

zatem m € (-%; 3) U 
-1+2V5, 

U (125; o0). 


—2m-1-4/ 4m? +4m-—19 


zı = 2 , 


—2m—-1+4/4m?2+4m—19 
T2 = 3 


c) A=m*+4m>0, 
zatem m E (—0o; —4) U (0; oo). 


= -m-y m?+4m 
L= go 
i = -m+ a 
Multitega 


e Równanie kwadratowe 
z parametrem 
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*1./. Równania i nierówności 


kwadratowe z parametrem 


Przykład 1 
Dla jakich wartości parametru m funkcja 
y = (1—m)?+m ma dwa miejsca zerowe? 


Wykresem funkcji y = (z — m)? + m jest 

parabola, której wierzchołek ma współ- 

rzędne (m,m), czyli leży na prostej 

y = x. Z rysunku odczytujemy, że funkcja: 
y=(zx-m) +m 

ma dwa miejsca zerowe dla m € (—0; 0). 


Ćwiczenie 1 
Dla jakich wartości parametru m funkcja y = (x — m)? + m ma dwa miejsca 
zerowe będące liczbami ujemnymi? 


Przykład 2 
Określ liczbę pierwiastków równania 2x? — ma + 2 = 0 w zależności od para- 
metru m. Wyznacz te pierwiastki. 
A=(-m)” -4:2:2=m?* — 16 
e Równanie ma dwa różne pierwiastki, gdy A = m? — 16 > 0, czyli dla 
m E (—o0o; —4) U (4; o0). 
m=vm?-16 . m+vm?-16 


1 T = 4 


e Równanie ma dokładnie jeden pierwiastek, gdy A = m? — 16 = 0, czyli dla 
m = —4 (zo = —1) i dla m = 4 (xo = 1). 
e Równanie nie ma pierwiastków, gdy A = m? — 16 < 0, czyli dla m € (—4; 4). 


Tı = 


Ćwiczenie 2 

Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa różne pierwiastki? Wy- 
znacz te pierwiastki. 
a) —3«a*+2x—m=0  b)a*+(2m+1)z+5=0 c)’ +mr-m=0 
Ćwiczenie 3 

Określ liczbę pierwiastków równania w zależności od parametru m. 


a) x? +(m—1)z+2m-5=0 b) =2a* + Zm + 20 m=z=0 
Ćwiczenie 3 
a) A = m? — 10m + 21 = (m — 1)(m — 3), 


czyli równanie ma: 

0 pierwiastków dla m € (3; 7), 

1 pierwiastek dla m € {3,7}, 

2 pierwiastki dla m € (—00;3) U (7; o0). 
b) A = 4m? + 16m = 4m(m + 4), 

czyli równanie ma: 

0 pierwiastków dla m € (—4;0), 

1 pierwiastek dla m € {—4, 0}, 

2 pierwiastki dla m € (—oo; —4) U (0; oo). 


Przykład 3 
Dla jakich wartości parametru k równanie z? — ka + k — 1 = 0 ma dwa różne 
pierwiastki o jednakowych znakach? 


Równanie kwadratowe ma dwa różne pierwiastki, gdy A > 0; pierwiastki te 
mają jednakowe znaki, gdy iloczyn tych liczb jest dodatni: 1, : 14 = £ > 0. 


A=k*-4(k-1)=k*-4k+4=(k—2)?, g=k 1 
Otrzymujemy zatem układ nierówności: 
(k-2)7>0ik-1>0 
k21 k>1 
Równanie ma zatem dwa różne pierwiastki o jednakowych znakach wtedy 
i tylko wtedy, gdy k € (1; 2) U (2; o0). 


Ćwiczenie 4 
Dla jakich wartości parametru k równanie ma pierwiastki o różnych znakach? 
a) a” -(k+2)z+k—2=0 b) 2*+(k-1)z-k=0 


Przykład 4 
Dla jakich wartości parametru m równanie (2m + 1)x* — 4(m — 1)1 +4=0 
ma dwa różne pierwiastki, których suma odwrotności jest liczbą ujemną? 
Rozpatrzmy dwa przypadki ze względu na współczynnik przy z”. 
1° Dla 2m + 1 = 0, czyli dla m = =}, równanie jest liniowe — ma tylko jeden 
pierwiastek. Nie są więc spełnione warunki zadania. 
2° DlameR|f-3) równanie jest kwadratowe — ma dwa różne pierwiastki, 
gdy A>0. 
A =(—4(m — 1))? — 4-4- (2m + 1) = 16m” — 64m 
A>0, gdy 16m? —64m >0 
16m(m — 4) > 0 


(1) m € (—00; — 2) U (—4; 0) U (4; 0o) m# -4 

Sumę odwrotności pierwiastków wyznaczamy, korzystając ze wzorów Viète’a: 
1 + 1  ur+tzo a = b _ 4(m—1) _ m=i 
£1 T2 T1: £2 a c 4 

Warunek m — 1 < 0 jest spełniony dla: 

(IT) m E (—0; z)U( 3; 1) mg 


Równanie ma dwa różne pierwiastki, których suma odwrotności jest ujemna, 
gdy warunki (I) i (II) są jednocześnie spełnione, czyli dla: 


m E (—00; —3) U (—4; 0) 
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Ćwiczenie 4 
A=k*+12>0 
a 
1i1o=k-2<0 


keR 
k<2 
Równanie ma pierwiastki 


o różnych znakach dla 
k € (=0;2). 


F A=(k+1)*>0 
tio = kW 
keR\{-1} 
k>0 


Równanie ma pierwiastki 
o różnych znakach dla 
k € (0;00). 


Ćwiczenie 6 
Et) = (GA EG 
bŹ „e 


re a 
AAS 2KESI5SE0 
dla k € (—oo; —3) U (5; oo) 
x? +axż =(k—1)7-8=17 
dla k = —4 i dla k = 6 

b) A=—k*—4k>0 

dla k € (—4;0) 

r? +r =2—4k=17 


2 2g1T2 = 


Ćwiczenie 7 
a) a = 1 > 0, zatem nierówność 
zachodzi dla każdego x € R, gdy 
A<0. 
A=(=2) = I0: = 

=k*- 22k+9<0 
dla k € (11 — 4V7; 11 + 47). 
b)1 Dla k = 1 otrzymujemy 
nierówność liniową —2z < 0, 
która nie spełnia warunków za- 
dania. 


2 Dla k ź£ 1 otrzymujemy nie- 
równość kwadratową, która jest 
spełniona dla każdego z € R, 
gdy jednocześnie zachodzą dwa 
warunki: 


k-1<0 | E<T 
, czyli 
A=8k-4<0 kź 


Zatem k € (—00; 5). 


Odpowiedzi do zadań 

1. A = m? +24 > 0 dla dowolne- 
go m E R, czyli równanie ma 
rozwiązanie dla m € R. 

2. A=—-3m + 2m — 3 

Am =4—36<0 

oraz współczynnik przy m 
jest ujemny, czyli: 

A=-3m +2m-3<0 
dla każdego m € R, zatem 
równanie nie ma rozwiązania 
dla żadnej wartości parame- 
tru m. 


2 
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Ćwiczenie 5 
Dla jakich wartości parametru m suma odwrotności dwóch różnych pierwiast- 
ków równania jest większa od —6? 


a) (m+ 3)x? + (m+2)z+1=0 b) mr? + (m-1)z+1=0 


Ćwiczenie 6 
Dla jakich wartości parametru k suma kwadratów dwóch różnych pierwiast- 
ków równania jest równa 17? 


a) z? +(k—1)z+4=0 b) z? — (k=2)z+3k+1=0 


Przykład 5 

Dla jakich wartości parametru m nierówność (m + 2)x? — 2ma + m > 0 jest 

spełniona dla każdego z € R? 

Rozpatrzmy dwa przypadki ze względu na współczynnik przy zx. 

1° Dla m = —2 otrzymujemy nierówność liniową 42 — 2 > 0. Nie spełnia ona 
warunków zadania. 

2° Dla m Æ —2 otrzymujemy nierówność kwadratową. 


Jest ona spełniona dla każdego x € R, gdy jednocześnie zachodzą dwa 
warunki: 


m+2>0 (D 
A<0 (11) 
Warunek (I): m € (—2;00) 
Warunek (II): A = (—2m)? — 4m(m + 2) = 4m? — 4m? — 8m = —8m 
A <0, gdy m € (0;00) 


Zatem nierówność (m + 2)x* — 2mx + m > 0 jest spełniona dla każdego z € R, 
gdy m € (0;0o). 


Ćwiczenie 7 
Dla jakich wartości parametru k nierówność zachodzi dla każdego x € R? 
a) a? — (k—3)1+4k>0 b) (k— 1)?” — 2ka+k-1<0 


Zadania 


[D] 1. Wykaż, że równanie 21?+ma—3 = 0 ma rozwiązanie dla dowolnego m € R. 


[D] 2. Wykaż, że nie istnieje taka wartość parametru m, dla której równanie 


a? +(m+1)r+m?+1 = 0 ma rozwiązanie. 


Ćwiczenie 5 
m+340 m0 

a) 4A=m*-8>0 A=m -6m+1>0 
Lal 6 ga=ds-f ZIE ACE 6 
ti T2 c GB, T2 c 
m #£-—3 m#0 
m € (—00; —2v2) U (2V2; oo) m € (=0;3 — 2/2) U (3 + 2V2;00) 
m <4 m<T 


m € (-0o; —3)U(—8; —2v2)U(2v2; 4) 


m € (—00;0) U (0; 3 — 2V2) U (3 + 2V2; 7) 


3. Dla jakich wartości parametru m równanie ma co najmniej jeden pierwia- 3. a) m € (—00; 5) 
stek? b) m E (= OO; 2) U (4; oo) 
a) a — 6r +2m=0 c) ma” —4r+1=0 as) 
b) ix? 2 2 d) (1-m)a?— (4m-4)r-3m+5=0 a Boa 
ja? — (m-2)s+m-2=0  d)(l-m)a*-(4m-4)r-3m+5=0 4 a) ke (-e 5) 
4. Dla jakich wartości parametru k równanie ma dwa pierwiastki o różnych b) k € (5;00) 
znakach? ; : = > 
ENES 
a) x? —2r+k+3=0 c) z? +(2k+1)a—2k+2=0 
5. a) m € (4;00) 
b) x? — (k-4)x-k+5=0 d) a? + (1 —2k)sm+4—4k=0 b) m € (-3; —3) 
taki 
5. Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa różne pierwiastki, które i a a a ię 
: : E ia 
są liczbami dodatnimi? 6. a) m € (2-%6;0)u(4;2+/5) 
a) z? — (m+2)z+m+5=0 c) z? + (2m —5)z+2m—6=0 b) nie ma takiego m 
b) x? +4mz+m+3=0 d) x? — (3m+1)x1+2m—m-6=0 7. a) k € (3:00) 
b 
6. Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa różne pierwiastki, które a a 
są liczbami ujemnymi? d) ke (2— PY 30-273) 
a) za +z+m-4m=0 b) -r° +a-m+1=0 e) Dla k = —1 otrzymujemy 
nierówność: — 2x — 1 < 0, 
7. Dla jakich wartości parametru k nierówność zachodzi dla każdego z € R? która nie jest spełniona dla 
a) z? +3r+k>0 d) 23 —ka+k+1>0 wszystkich z € R. 
Dla k # —1 nierówność jest 
2 2 
b) a*+kc+9>0 e) (k+1)x* —22-1<0 pelio gd 
c) a -ka+k+3>0 f) ka” +2(k-1)z+k-1>0 e 
8. Dla jakich wartości parametru k funkcja f określona jest dla każdej liczby 0009 U 
x ER? i <-1 
= /a2+(k+2)z+2k+1 d) f(x) = (k =4)r? + 2kc+ 2k k<-2 
FE] Zatem k € (—0%; —2). 
b) f(x) = v6 — k)? + (k—2)z+1 e) f(x) = Sia ka f) Dla k = 0 otrzymujemy nie- 
równość: —2x — 1 > 0, która 
2x? —5xr+3 ie jest spełniona dl t- 
é j= 2—k)aż-2z+2-k f z nie jest spełniona dla wszys 
) fa) = v( ) ) IG) /ka2+(2k—1)x+2k—1 kich z € R. 
, , : ; , Dla k ź 0 nierówność zacho- 
9. Dla jakich wartości parametru a równanie ma dwa różne pierwiastki 2, dzi, gdy: 
i £2 spełniające podany warunek? 0 
a) x? — (a — 4)z —2a=0, 1, +12 >2 pasm 
b) 2*+(a+1)r+4=0, aj + aż = 2(ay + 12) ka 
c) x? +ac+2a—3=0, za + xir? <0 k>1 
d) —x* + (2a — 1)x +a =0, (x, — 12) =5 Zatem k € (1; o0). 
8. a) k € (0;4) b) k € (—4;4) e) k € (—0o; 1) 9. a) a € (6; oo) 
d) Rozpatrujemy nierówność (k — 4)x? + 2ka + 2k > 0. b) nie ma takiego a 


Dla k = 4 otrzymujemy nierówność: 8x + 8 > 0, ) a € (—0;0)U (3; 2) U (6; oo) 
która nie jest spełniona dla wszystkich z € R. d) a = —1 luba = 1 
Dla k £ 4 nierówność zachodzi, gdy: 


k-4>0 
A = —4k* +32k<0 


k>4 
o (=0o; 0) U (8; oo) 
Zatem k € (8;00). 
e) k € (0;2) f) ke (3;00) 


(c) 
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10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


a) a=—8 

b) a € (—00;3) U (2; oo) 
a) a =- “Z, a = “Z 
b)a=4—y17 
a=—3,a=3 


N=H(aHa EZ) >Oldla 
a € R. Wyrażenie: 


W je JL Garb. (u 
©1 U T2 T12 E 
2 2 
a?+a+1 


przyjmuje wartość najwięk- 
szą, gdy mianownik a?” +a +1 
przyjmuje wartość najmniej- 
szą, czyli dla a = 3. 
a) m € (2;3) 
b) Rozwiązaniem równania 
jest —3. Równanie to nie ma 
innych rozwiązań, gdy równa- 
nie: 
z? +(m+3)r +m? =0 
1° ma tylko jedno rozwiąza- 
nie: z = —3, czyli dla m = 3; 
2° nie ma rozwiązań, czyli: 
A=-3m +6m+9<0 
skąd m € (—00; —1) U (3; o0). 
Ostatecznie: 
m E (—o0o; —1) U (3; œœ). 


a) YA 
E pru 
i we 
O| 1 m 
b) Y4 
boe 1 
f | - 
O| 1 m 


A = —4m? — 16m > 0, zatem 
Dş = (—4; 0) 

TO= a = m? +4m+1 
Iloczyn z11%2 jest najmniej- 
szy, gdy funkcja f przymuje 
najmniejszą wartość, czy- 


li dla m = —2. Pierwiastki 
równania xz? — 2g — 3 = 0: 
11 = -1, T2 = 2 

zi = 2-vV3 Ta = 2+vV3 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


WE 


18. 


19. 


20. 


18. 


Dla jakich wartości parametru a suma odwrotności dwóch różnych pier- 
wiastków równania jest równa 6? 
a) x?’ +(a+2)z+1=0 b) x? —6(a—3)1+a—3=0 


Dla jakich wartości parametru a suma kwadratów dwóch różnych pier- 
wiastków równania jest równa 16? 


a) a? — 2ax +3 =0 b) z? +(4—2a)a+a*”+1=0 


Dla jakich wartości parametru a suma odwrotności kwadratów dwóch róż- 
nych pierwiastków równania z? + az + 1 = 0 jest równa 7? 


Dla jakich wartości parametru a suma odwrotności dwóch różnych pier- 
wiastków równania —x?—21+a?+a+1 = 0 przyjmuje największą wartość? 


Wyznacz wszystkie wartości parametru m, dla których równanie ma tylko 
jedno rozwiązanie. 


a) r(x? — (2m—4)x1+m—2)=0 b) (z+3)(x* +(m+3)x+m)=0 


Naszkicuj wykres funkcji y = f(m), która każdemu argumentowi m € R 
przyporządkowuje liczbę rozwiązań równania. 


a) (m— 1)x*+2x+m-1=0 b) (m? + 2m)ax? +2mz +3=0 


Niech y = f(m) będzie funkcją określającą wartość iloczynu dwóch róż- 
nych pierwiastków równania z? — 2x + m? + 4m + 1 = 0 w zależności od 
parametru m. Podaj dziedzinę funkcji f oraz wyznacz pierwiastki równa- 
nia tak, aby ich iloczyn był najmniejszy. 


Funkcja y = f(m) opisuje sumę dwóch różnych pierwiastków równania: 
„a + (m+1)z+$g=0 


Wyznacz pierwiastki równania tak, aby ich suma była największa. 


Dla jakich wartości parametru m równanie ma cztery różne pierwiastki? 
a) zf +ma*”+1=0 c) a +ma*”-—m-6=0 


b)af-x*+m=0 d) z*+(m-2)a2*+4-—m=0 


Wyznacz liczbę pierwiastków równania w zależności od parametru m. 


a) x +ma”+4=0  b)at+a+m=0  *c) |a*+2x—8|=m 


Dla jakich wartości parametru m równanie (m + 3)z? + mz + 1 = 0 ma 
dwa różne pierwiastki zı i £2 spełniające nierówność |z| + |x| < 1? 


a) Aby równanie zł + ma” + 1 = 0 miało cztery różne 19. a) 0 dla m € (—4;00), 

pierwiastki, równanie t° + mt + 1 = 0, gdzie t = x° > 0, 2 dla m = —4, 

musi mieć dwa różne pierwiastki dodatnie, zatem muszą 4 dla m € (—oo; —4) 

być spełnione warunki: b) 0 dla m € (0;00), 
Az =A Si 1 dla m = 0, 


m E (—oo; —2) U (2; oo) 
2 dla m € (—0o; 0) 


Gua = > czyli 4mER 
c) 0 dla m € (—00; 0), 
ti t2 =-m>0 m<0 2 dla m € f0JU(9; oo), 
Ostatecznie m € (—00; —2). 3 dla m = 9, 
4 dla m € (0;9) 
b) m € (0; 4) 20. m € (6; œ) 


1.8. Funkcja kwadratowa — 
zastosowania (1) 


Przykład 1 

Suma liczb p i q jest równa 12. Oblicz największą wartość iloczynu tych liczb. 
p+q=12, zatem q = 12 — p. 

Iloczyn tych liczb: p: q = p(12 — p) = —p” + 12p. 


Wyznaczamy wierzchołek paraboli będącej wykresem funkcji danej wzorem: 
Wykresem funkcji f jest parabola 


=. 252 
f (p ) = p + 12p o ramionach skierowanych w dół. 


o = 212 —6, f(pu)=—6? + 12.6 = —36 +72 = 36 


Pu = -za -2 


Największa wartość iloczynu liczb p i q jest zatem równa 36 (dla p = q = 6). 


Ćwiczenie 1 
Oblicz największą wartość iloczynu dwóch liczb, których suma jest równa: 


a) 38, b) 4, c) v2. 


Ćwiczenie 2 
Suma liczby p i podwojonej liczby q jest równa 36. Oblicz największą wartość 
iloczynu liczb p i q. 


Przykład 2 

Wyznacz najmniejszą wartość i największą wartość funkcji f (æ) 
w przedziale (—1; 2). 

Obliczamy wartości funkcji f na końcach przedziału: 
f(-1) = 1 oraz f(2) = 4. 

Pierwsza współrzędna wierzchołka paraboli: 1, = 1. 
Ponieważ z, € (—1;2) oraz ramiona paraboli są skie- 
rowane w dół, największa wartość funkcji w tym prze- 
dziale to: yu = f(1) = 5. Wartość najmniejsza jest 
przyjmowana dla z = —1 i wynosi 1. 


Aby wyznaczyć najmniejszą lub największą wartość funkcji kwadratowej 
f(x) = ax? + ba + c w przedziale (p;;pa), należy obliczyć f(pı) i f(Po). 
Jeśli z (pierwsza współrzędna wierzchołka paraboli będącej wykresem tej 
funkcji) należy do przedziału (p1; p2), to wyznaczamy również Yw, oblicza- 
jąc f(«„). Najmniejsza spośród tych trzech wartości jest najmniejszą war- 
tością funkcji w danym przedziale, a największa — największą wartością. 


Ćwiczenie 2 

p + 2q = 36, zatem p = 36 — 2q 

p-q=$(q) = (36 — 2q)q = —2q* + 369 

qw = 9, f (qw) = 162 

Największa wartość iloczynu liczb p i q jest równa 162. 
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Uczeń: 

— stosuje pojęcia najmniejszej 
i największej wartości funkcji 

— wyznacza wartość 
najmniejszą i wartość 
największą funkcji 
kwadratowej w przedziale 
domkniętym 

— stosuje własności funkcji 
kwadratowej do rozwią- 
zywania zadań optymaliza- 
cyjnych 


Ćwiczenie 1 
Liczby oznaczamy przez p iq, 
wtedy: 


a) q = 38 — p 
p: q= f(p) = p(38 - p) = 
=p 8h 


Pw = 19, f(pw) = 361 
Największa wartość iloczynu 
liczb p i q jest równa 361. 


b)qg=3z-p 

p-q= f(p) = —p* + 3p 

Dao = a =" 
Największa wartość iloczynu 
liczb p i q jest równa 5 


c)q=v2-p 

p:q= f(p) = -p° + V2p 
pw =, f(pvw)=3 
Największa wartość iloczynu 


liczb p i q jest równa z. 


Multiteka 


e Problem optymalizacyjny — 
powierzchnia boczna pudełka 

e Problem optymalizacyjny — 
powierzchnia prostopadłościanu 


dlanauczyciela.pl |Kartkówka 1.8 


G Generator 


testów i sprawdzianów 


Ćwiczenie 3 

a) zw = —2 € (—3; 1), 

Yw = f(£w) = 4 — wartość naj- 
kam > 


RAR 


b 

/(0) =—1- ao największa, 
f(4) = —49 — wartość najmniej- 
sza 

c) zw = 2 € (—1;3), 

dm = m) = L9 wartość naj- 


większa, 
f(—1) = —11 — wartość naj- 
mniejsza, 


e=- 

d) zw = —5 € (2:1), 

Yw = f(Tw) = —5 — wartość 
najmniejsza, 


f(22) = 1 - wartość największa, 
f(1) =1- wartość największa 
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Przykład 3 

Wyznacz wartości najmniejszą i największą funk- 
cji f(x) = —ga? + 2x +1 w przedziale (—1;2). 
du =p = 4g (-1;2) 

Zatem wartości najmniejsza i największa funkcji f 
są przyjmowane na końcach przedziału (—1; 2). 


"F)=-q 


e f(2) = 4 — wartość największa 


— wartość najmniejsza 


Ćwiczenie 3 
Wyznacz wartości najmniejszą i największą funkcji f w podanym przedziale. 
a) f(x) = x? +4« +8, (—3;1) c) f(x) = —x? + 4x —6, (—1;3) 


b) f(x) = —2a? — 4z — 1, (0;4) d) f(x) = 2x? + 2a — 3, (—2; 1) 
Przykład 4 

Z prostokątnego arkusza tektury o bokach 60cm 77 F M; 
i 40 cm wycinamy w rogach kwadraty tak, aby po |! l--------- < | 


odpowiednim sklejeniu pozostałej części otrzymać 
otwarte pudełko. Jaka powinna być długość bo- 


ków wycinanych kwadratów, aby pole powierzchni | z lą A z | 
bocznej pudełka było największe? Oblicz to pole. L_ ER 
Pole powierzchni bocznej pudełka w zależności od długości boków wyciętych 
kwadratów opisuje funkcja: 


P(x) = 2(40 — 2x) - x + 2(60 — 2x) : 1 = —8a? + 200x 


Określamy dziedzinę funkcji: D = (0; 20). z > 0, 2x < 40, 2x < 60 
Wyznaczamy współrzędne wierzchołka paraboli y = —82? + 200z: 
b 200 _ A 40000 _ 
"SS FFT 12,5, Yw = 3 1250 


Ponieważ z, € (0; 20) oraz ramiona paraboli są skierowane w dół, największa 
wartość funkcji P przyjmowana jest dla z,. 


Pudełko ma zatem największe pole powierzchni bocznej, jeśli długość boków 
wyciętych kwadratów jest równa 12,5 cm. Pole to jest równe 1250 cm?. 


Ćwiczenie 4 

Z kwadratowego arkusza tektury o polu 1600 cm? wycinamy w rogach kwa- 
draty tak, aby po odpowiednim sklejeniu pozostałej części otrzymać otwarte 
pudełko. Jaka powinna być długość boków wycinanych kwadratów, aby pole 
powierzchni bocznej pudełka było największe? Oblicz to pole. 


Ćwiczenie 4 


Długość boku kwadratowego arkusza wynosi 40 cm. 
Pole powierzchni bocznej pudełka opisuje funkcja: 

P(x) = 4(40 — 2x)x = —82? + 1602, x € (0;20) 
Funkcja P przyjmuje największą wartość w wierzchoł- 
ku paraboli będącej jej wykresem, czyli dla: 


ly = = = 10 


Wartość ta jest równa: 

/(10) = —800 + 1600 = 800 
Boki wycinanych kwadratów mają długość 10 cm, 
a pole powierzchni bocznej wynosi 800 em”. 


Zadania 

1. Wyznacz najmniejszą i największą wartość funkcji f(x) = —z? + 4a — 1 
oraz funkcji g(x) = 32? + x — 3 w przedziale: 
a) (0;4), b) (—2;0), c) (—4;6). 

2. Suma długości przyprostokątnych trójkąta prostokątnego jest równa 8. 


7. 


a) Wyznacz największe pole takiego trójkąta. 
b) Wyznacz najmniejszą wartość kwadratu długości przeciwprostokątnej 
takiego trójkąta. 


Mamy 80 m bieżących siatki ogrodzeniowej. Chcemy nią 
ogrodzić prostokątny ogródek o jak największej powierzchni. 
Jakie wymiary powinien mieć ten ogródek, jeśli nie bę- 
dziemy grodzić jednego boku na odcinku 4 m? 


Mamy 28 m bieżących siatki ogrodzeniowej. Chcemy nią 
ogrodzić prostokątny ogródek przylegający jednym z boków 
do ściany domu. Jakie powinny być wymiary ogródka, aby 
jego powierzchnia była jak największa? 


Podstawą prostopadłościanu o wysokości 5 cm jest prostokąt o obwodzie 
12 cm. Jakie powinny być wymiary podstawy tego prostopadłościanu, by 
jego pole powierzchni całkowitej było największe? 


Szkielet prostopadłościanu wykonano z 56 cm drutu. Podstawą prosto- 
padłościanu jest prostokąt, którego jeden bok jest dwa razy dłuższy od 
drugiego. Jakie powinny być długości krawędzi tego prostopadłościanu, by 
jego pole powierzchni całkowitej było największe? 


Wyraź pole prostokąta przedstawionego na rysunku jako funkcję zmien- 
nej x. Podaj wymiary prostokąta o największym polu. 


a) | l: NOOO AWD 


Go 


4 i i 24 


1 1 
s > < > 


Wyznacz najmniejszą wartość i największą wartość funkcji f w podanym 
przedziale. 


1 1 


a) F(a) = ire (134) o) Fe) = ogg CHO 
b) f(a) = V=a7 Fa F4, (0;4) d) f(x) = (x? — 6x + 3)?, (135) 


a) Z podobieństwa trójkątów ABC i DEC: 4 = 2#, c 
czyli y = 4 — 2a, gdzie z € (0;2). 
Zatem pole prostokąta opisuje funkcja: 


P(z) = —2a* + 40 D g 
Funkcja P przyjmuje największą wartość w wierzchołku A 
paraboli będącej jej wykresem, czyli dla £w = 1. Zatem A B 


prostokąt o największym polu ma wymiary 1 x 2. 


b) P(x) = —32x? + 24a, z € (0;8), 12x4 
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Odpowiedzi do zadań 


1. 


opas 


a) najmniejsze: 


IWO LU R 
największe: f(2) = 3, 
g(4)=9 

b) najmniejsze: f(—2) = —13, 


największe: f(0) = —1, 
ID VO 

c) najmniejsze: f(—4) = —38, 
największe: f(2) = 3, 

g(6) = 21 


. a) 8 b) 32 
. Oznaczmy boki ogródka przez 


x i y, wówczas: 

2(x +y) = 84, czyli y = 42— x 
Pole ogródka opisuje funkcja: 
P(x) = z(42 — z), 

Dp = (4; 42) 

Funkcja P przyjmuje najwięk- 
szą wartość dla z = 21. 
Wtedy y = 42 — 21 = 21. 
Wymiary ogródka o najwięk- 
szej powierzchni: 21 m x 21 m. 
fmx14m 

5 cmx 3 cm 


3 cm X6 cm X5 cm 


. a) Dqp=R 


Rozpatrzmy funkcję: 

ga) r 4a +8 
w przedziale (1; 4). 
Jej wartością najmniejszą jest 
g(2) =4, a wartością najwięk- 
szą — g(4) =8. 
Wartością najmniejszą 
funkcji f jest: 


1 1 
HORO 
a wartością największą: 
1 1 
F2) Onn 
b) najmniejsze: 
/(0) = F(4) =2, 


największa: f(2) = 2/2 

c) najmniejsza: f(—1) = 5, 
największe: 

1220) = (0) = z 

d) najmniejsze: 
JRE 
największa: f(3) = 36 


Uczeń: 

— przeprowadza analizę zadania 
i zapisuje odpowiednie 
równanie, nierówność lub 
funkcję kwadratową opisujące 
daną zależność 

— znajduje rozwiązanie, które 
spełnia ułożone przez niego 
warunki 


Ćwiczenie 1 
a) zysk = sprzedaż : (cena za 
sztukę — koszt jednej sztuki) 
z(x) = (—40z + 3600)(x — 20) = 
40x? + 4400x — 72000 
b) Funkcja z przyjmuje najwięk- 
szą wartość w wierzchołku para- 
boli będącej jej wykresem, czyli 
dla: 


—4400 _ 
—g0 = 55 


Zatem cenę lalki należy usta- 
lić na 55 zł. Wtedy wielkość 
sprzedaży to 1400 sztuk, a zysk 
49000 zł. 


Tui 


Ćwiczenie 2 
a) Niech xz oznacza cenę za jed- 
nego misia. Wielkość sprzedaży 
opisuje funkcja: 
s(x) = 1000 — 50(z 
= 50r 1650, 
gdzie z € (15; 35). 
zysk = sprzedaż - (cena za sztukę 
— koszt jednej sztuki) 
z(a) = (—50x + 1750): 
-(x — 10) = 
50x? + 2250x — 17500, 
gdzie z € (10; 35). 
b) Funkcja z przyjmuje najwięk- 
szą wartość w wierzchołku para- 
boli będącej jej wykresem, czyli 
dla: 


15 = 


—2250 
Dw = =2250 _ 29,5 


Zatem cenę misia należy usta- 
lić na 22,50 zł. Wtedy wielkość 
sprzedaży to 625 sztuk, a zysk 
1812,50 zł. 
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1.9. Funkcja kwadratowa - 
zastosowania (2) 


Ćwiczenie 1 
Firma produkująca zabawki oszacowała roczną wielkość sprzedaży lalek na 
s sztuk w zależności od ceny z zł za sztukę (tabela poniżej). 


Cena z w zł 40 50 60 70 80 90 
Liczba lalek s 2000 1600 1200 800 400 0 


Dane z tabeli spełniają równanie s = —40z + 3600. 


EJ a) Uzasadnij, że jeśli koszt wyprodukowania jednej lalki wynosi 20 zł, to zysk 


firmy ze sprzedaży lalek w cenie z zł za sztukę wyraża się wzorem: 

z(x) = —40a? + 4400x — 72000 
b) Ustal taką cenę za jedną lalkę, aby roczny zysk firmy był największy. Jaka 
będzie wtedy wielkość sprzedaży i jaki zysk? 


Ćwiczenie 2 

Koszt wyprodukowania jednego pluszowego misia wynosi 10 zł. Przy cenie 
15 zł za misia wielkość sprzedaży wynosi 1000 sztuk rocznie. Każdorazowe 
podniesienie ceny o 1 zł powoduje spadek sprzedaży o 50 sztuk. 


a) Wyznacz wzór funkcji kwadratowej opisującej roczny zysk w zależności od 
ceny x zł za sztukę. 

b) Ustal taką cenę za jednego misia, aby roczny zysk firmy był największy. 
Jaka będzie wtedy wielkość sprzedaży i jaki zysk? 


Ćwiczenie 3 

Sklep z odzieżą sportową sprzedaje dziennie 16 bluz dresowych. Zysk ze sprze- 
daży jednej sztuki wynosi 40 zł. Właściciel sklepu przewiduje, że obniżenie 
ceny o każde 5 zł spowoduje wzrost sprzedaży o 4 sztuki dziennie. O ile należy 
obniżyć cenę, aby zysk był największy? 


Ćwiczenie 4 

Właściciel kina zauważył, że przy cenie biletu wynoszącej 16 zł na seans przy- 
chodzi średnio 100 osób, a każdorazowe podniesienie ceny biletu o złotówkę 
powoduje, że liczba widzów zmniejsza się o 5. Jaką cenę biletu należy ustalić, 
aby dochód kina był największy? 


Ćwiczenie 3 
Niech z oznacza, ile razy należy obniżyć 
cenę o 5 zł, z € (0,1, 2,3,4,5,6, 7,8). 
Zysk opisuje funkcja: 
z(z) = (16 + 42x)(40 — 5x) = 

= —20(x + 4)(z — 8) 
Funkcja z przyjmuje największą wartość 
dla: 

Tw = = =2 


zatem cenę należy obniżyć o 10 zł. 


Ćwiczenie 4 
Niech z oznacza, ile razy należy podnieść 
cenę o 1 zł, z € f0,1,2,3,...,19,20). 
Dochód kina opisuje funkcja: 
d(x) = (16 + z)(100 — 5x) = 

= —5(a — 20)(z + 16) 
Funkcja d przyjmuje największą wartość 
dla £u = ="$ = 2, zatem cena biletu 
powinna wynosić 18 zł. 


Ćwiczenie 5 


Prostokątny trawnik ma powierzchnię 216 m°. Oblicz wymiary tego trawnika, 


jeśli różnią się one o: a) 6 m, b) 15 m. 


Ćwiczenie 6 


Wokół basenu o wymiarach 4 mx 8 m wyłożono ka- 
felkami pas o szerokości z (rysunek obok). Jaka jest 


szerokość tego pasa, jeśli ma on powierzchnię 45 m?? 


Zadania 


Plac zabaw ma kształt prostokąta o wymiarach 12 m x 18 m. Szerokość 
placu zwiększono o z m, a długość o 2x m. Oblicz z, jeśli powierzchnia 
placu wzrosła o 144 m”. 


Reprodukcję obrazu o powierzchni P oprawiono w ramę o wymiarach ze- 
wnętrznych x x y. Oblicz szerokość tej ramy. 

a) P = 2400 cm?, z = 80 cm, y = 60 cm 

b) P = 2700 cm?, x = 75 cm, y = 55 cm 

Wokół prostokątnego trawnika o wymiarach 4 m x 8 m ma zostać wyłożona 


kostka. Projektant przedstawił dwie propozycje: A i B (rysunki poniżej). 
Dla każdej z tych propozycji wyznacz x. 


Propozycja A 
obszar pokryty kostką — 66 m? 


MaM] ; i 


20 


Propozycja B 
obszar pokryty kostką — 78 m? 


Dany jest prostokąt o wymiarach 3 cm x 10 cm. Jego długość i szerokość 
zwiększono o x cm. Dla jakich wartości z przekątna nowego prostokąta ma 
długość większą od 13 cm? 


Szerokość pokoju jest o 2 m mniejsza od jego długości. Jakie wymiary 
może mieć ten pokój, jeśli przekątna podłogi jest nie mniejsza niż 6 m 
i nie większa niż 10 m? 


. Propozycja A: (8 + 4«)(4 + 2x) = 32 + 66 
w = IL5 m 
Propozycja B: (8 + 2x)(4 + 4x) = 32 + 78 
Gy = JL5 mó 

-Ga OBR) S 
o2 


. Niech x oznacza szerokość pokoju, gdzie x > 0, wówczas: 
6 £< z” + (x + 2)? £ 10 czyli 
(V1IT-1)m<Xz<6m. 


Ćwiczenie 5 
a) Wymiary trawnika: 
z, z + 6, gdzie z > 0. 
x(x + 6) = 216 
x? + 6x — 216 = 0 
A = 36 + 864 = 900 
q = SE = 12 lub 
r= 2 <0 
Zatem trawnik ma wymiary 
12 mx18 m. 
b) Wymiary trawnika: 
x, z +15, gdzie a > 0. 
«(x + 15) = 216 
z? + 152 — 216=0 
A = 225 + 864 = 1089 


VA=33 
g= 3 — lub 
„>= i 


Zatem trawnik ma wymiary 
9 m x 24 m. 


Ćwiczenie 6 
(4 + 2«)(8 + 20) — 4-8 = 45 
4z? + 24r — 45=0 
A = 576 + 720 = 1296 


VA=36 
=> = 1,5 lub 
q= 6 <0 


Szerokość pasa wynosi 1,5 m. 


Odpowiedzi do zadań 
1. (12+x)(18+2x) = 12-18+144 
0) 


2. a — szerokość ramy 
a) (80 — 2a)(60 — 2a) = 2400, 
gdzie a € (0;30) 
a =10 cm 
b) (75 — 2a)(55 — 2a) = 2700, 
gdzie a € (0; 27,5) 
G= azri = 6 [em] 
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6. Niech z — 7, z, x + 2 będą 6. 
długościami boków trójkąta. 
Wówczas: 

(= +6 = (6-22), o > 1 
Zatem z = 15, 7. 


czyli Ob = 40 cm. 

. P(x) =8-10—2-3(8 
.(10—2x)=18x — x”, 
x € (0;8) 

P(x) > 0,4-8:10 
z? — 180 +32<0 
x € (2;8) 

. a) Miejscami zerowymi są licz- 
by 0 i 12, zatem parabola ma 
równanie postaci: 


y =axu(z — 12) 
Po podstawieniu współrzęd- 
nych wierzchołka (6,4) do 
równania paraboli otrzymuje- 
my a = 5 
Zatem y = — ga” + $z. 
b) Miejscami zerowymi są 
liczby —6 i 6, zatem: 
y =af(x — 6)(z + 6) = 
= pla? 36). 
Współrzędne wierzchołka: 
(0, 4), czyli a = —g. 
Zatem y = — da” + 4. 


Ol1 


A B X 
Prostokąt ABCD na rysunku 
jest schematycznym przedsta- 
wieniem barki. 
Punkt D ma współrzędne 
(8,210). 
Parabola przedstawiająca 
most jest wykresem funkcji: 
WAŻNA 
f(ż)j==sz + ze 

Zauważmy, że: 

UOR 
czyli barka nie przepłynie pod 
mostem. 
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10. 


8. 


Bok BC trójkąta prostokątnego ABC jest o 2 cm 
krótszy od boku AB io 7 cm dłuższy od boku 
AC. Oblicz obwód tego trójkąta. 


Boki prostokąta mają długości 8 i 10 (rysunek 
obok). Dla jakich wartości x zacieniowany obszar 


stanowi co najmniej 40% powierzchni prostokąta? a 


Wykaż, że istnieje tylko jeden trójkąt prostokątny, którego boki mają dłu- 
gości równe kolejnym liczbom: 


a) naturalnym, b) parzystym. 


Łuk przęsła mostu ma kształt paraboli 
(rysunek obok). Korzystając z wymiarów 


podanych na rysunku, znajdź równanie 4m 
tej paraboli. Przyjmij, że początek układu m B 
współrzędnych znajduje się: 12m 


a) w punkcie A, b) w środku odcinka AB. 


Czy pod mostem opisanym w zadaniu 9. przepłynie barka o szerokości 6 m, 
która po załadowaniu wystaje 3,1 m ponad powierzchnię wody? Przyjmij, 
że przekrojem poprzecznym barki jest prostokąt. 


Czy wiesz, że... 

Wszystkie parabole są podobne. Aby się o tym przekonać, warto przyjrzeć 
się poniższym rysunkom (zauważ, że jednostki na osiach na rysunku po 
prawej są dwukrotnie większe niż na rysunku po lewej). Na przykład pa- 
rabole narysowane kolorem zielonym (na rysunku po prawej parabola dana 
wzorem y = 2”, a na rysunku po lewej parabola y = za) są identyczne. 


> 


X O 


b) Długości boków trójkąta: 2n, 2n+-2, 
2n + 4, gdzie n € N4. 
4n? + (2n + 2)? = (2n 
4n? + 4(n + 1)? = 4(n + 2)? 
n? + (n+1)? = (n + 2)? 


a) Długości boków trójkąta: n, n + 1, 
n + 2, gdzie n € N+. 

n? + (n+ 1)? = (n+ 2)? 

n*-2n-3=0 
(n -3)(n +1) =0 

n = 3 lub n = —1 ¢ N4 
Zatem istnieje tylko jeden taki trójkąt. 
Jego boki mają długości: 3, 4 i 5. 


Z podpunktu a) mamy n = 3. 
Zatem istnieje tylko jeden taki trójkąt. 
Jego boki mają długości: 6, 8 i 10. 


Krzywa łańcuchowa 


Wiszący, zamocowany na końcach łańcuch przyjmuje kształt przypominający 
parabolę. W 1638 r. opisywał to już Galileusz, włoski fizyk i astronom. 

W drugiej połowie XVII w. wykazano, że jest to inna krzywa, zwana krzywą 
łańcuchową lub catenarią (od łacińskiego słowa catena oznaczającego łańcuch). 


Na rysunku obok przedstawiono 
krzywą łańcuchową (kolor czerwony) 
oraz parabolę (kolor niebieski), która 
dla wartości argumentów bliskich 0 
jest bardzo dobrym przybliżeniem 
tej krzywej łańcuchowej. 


Krzywa ta jest wykorzystywana 


Kształt krzywej łańcuchowej przyjmują wiszące w architekturze. Gateway Arch 

łańcuchy, liny lub przewody wysokiego w Saint Louis w Stanach 

napięcia. Zjednoczonych to monument, 
którego kształt jest inspirowany 
krzywą łańcuchową. 


El Skorzystaj z dostępnych źródeł i znajdź inne 
przykłady wykorzystania krzywej łańcuchowej 
w architekturze. 


Tr NAAA FA N SENN POEA 
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1.10. Zagadnienia uzupełniające 


E Równania i układy równań drugiego stopnia 


Na rysunkach poniżej przedstawiono przykłady krzywych opisanych za 


pomocą równań drugiego stopnia. 


Parabola jest zbiorem punktów płaszczyzny 
równo odległych od ustalonej prostej k (kie- 
rownicy paraboli) i ustalonego punktu F 
(ogniska paraboli). Na rysunku obok przed- 
stawiono parabolę y = 30. Jej kierownicą 
jest prosta y = —1, a ogniskiem — punkt 
F(0,1). Zachodzi równość |FP| = |PP,|. 


Okrąg jest zbiorem punktów płaszczyzny, 
których odległość od ustalonego punktu O 
(środka okręgu) jest równa promieniowi 
okręgu. Do okręgu o promieniu r, którego 
środkiem jest początek układu współrzęd- 
nych, należą punkty, których współrzędne 
(x,y) spełniają równanie z? + y? = r°. 


Na rysunku powyżej przedstawiono okrąg o równaniu z? + y? = 9 — jego 
środkiem jest punkt O(0, 0), a promień jest równy 3. Dla dowolnego punk- 
tu P należącego do tego okręgu zachodzi równość |OP| = 3. 


Elipsa jest zbiorem punktów płaszczyzny, 
których suma odległości od dwóch ustalo- 
nych punktów F, i F, (ognisk elipsy) jest 
stała. Jeśli osie symetrii elipsy przecinają się 
w początku układu współrzędnych, to jest 
ona dana równaniem C+5 = 1, gdzie a > 0 
ib>0. W przypadku gdy a = b, otrzymuje- 
my okrąg (Fı = > = O). 


Na rysunku powyżej przedstawiono elipsę daną równaniem i + > = Ik 
Przecina ona oś OX w punktach (—4,0) i (4,0), zaś oś OY w punktach 
(0, —3) i (0,3). Jej ogniskami są punkty F;(—v7,0) i F>(v/7,0). Dla dowol- 
nego punktu P należącego do elipsy zachodzi równość |F,P| + |F;P| = 8. 


Przykład 1 
Wyznacz punkty wspólne okręgu z? + y? = 9 
i paraboli y = x° — 3. Odpowiedzi do zadań 


1. a) Y 


Aby wyznaczyć punkty wspólne okręgu i para- 
boli, rozwiązujemy układ równań: 


oa 


y= xr? = X 
2 2 b) Y 
x =-y +9 Z pierwszego równania wyznaczamy 2? 
= =. 1603 i podstawiamy do drugiego równania. ; 
Otrzymujemy równanie kwadratowe y + y — 6 = 0. Jego rozwiązaniami x 
są liczby: yı = —3 i y2 = 2. 
Punkty wspólne okręgu i paraboli: Pı (0, —3), P;(—v5,2) i P3(V5,2). 
c) Y 
1. Narysuj okrąg, którego liczba punktów wspólnych z parabolą y = x? jest 
równa: LI ; 
a) 0, b) 1, c) 2, d) 4. x 
2. Wyznacz punkty wspólne okręgu i paraboli. 
a) 2? +y = 4, y= -r c) x? +y =10, y=? —4 U Y 
b) x? +y =16, y= +4 d) z? +y’ = 25, y = -r° +5 
Przykład 2 oi xX 
Na rysunku obok przedstawiono okrąg = 
2 = z 
c? +y? =4ielipsę z + 4 = 1. Mają 2. a) (- ma e), 
one dwa punkty wspólne. Współrzędne J ET om 
tych punktów możemy odczytać z ry- 2 8 
sunku. Można je też wyznaczyć, rozwią- b) (0,4) 
zując układ równań: c) 2? + (x° — 4)? = 10 
> 2 p = a> ŁÓ= 
c +y =4 PEN FEU 
a? + dy” = 16 R s. 5 (-v6, 2), (v6,2), (—1, —3), 
(i; —3) 
Punkty wspólne okręgu i elipsy: P,(0, —2) i P>(0,2). d) 2? + (5 — 12)? = 25 
z” —91=0 
3. Ile punktów wspólnych mogą mieć okrąg i elipsa (wykonaj odpowiednie z*(a* — 9) = 
rysunki)? (0, 5), (= —4), (3, —4) 
3. 0, 1, 2, 3 lub 4 
r 


> 
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Odpowiedzi do zadań 
1.ajz=0lubx=$5 


4 
b) z = 0 lub z = = 
c)x=-glubx=$g 
d)x=-5lubz=5 
e)zr=—-1 f)z= 
2. a) x = —1 lub x = 5 
D)o = =A ib 
p= BŁYT 
c) x = —{ lub z = 
d) x = 6 
c) a= -HA ivi 
p= a 


F) g = EE lub z = 
g) x = —3 lub zr = 0 


1+v13 
6 


b) 
c) REA 
a) s € (1-814 Z) 


i 


e)zER 
f) w € (—00;1— V3)U 
U(1 + vV3; oo) 

4a) ANB=(1>42 NU 
U(0; —1 + V2), 
AX B=(—1;0) 
D) AMB = (2-425). 
AN B= (=c0;-—2-—42)U 
U (3; oo) 
e) ANB=(2-Yvf;2+ VT), 
ANB=(-32-4ynu 
u(2 + vT; 6) 

5. a)c=-2lubxz=2 
b) x = —V3 lub z = —5 lub 


> MBAĘYG 

c) z = —l lub r = 1 

G) a = 0) 

e) x = —4 lub z = 0 lub x = 4 
f) sprzeczne 
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NA 


Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw I 


1. 


Rozwiąż równanie. 


a) 4x? —5z=0 c) 25x27 —1=0 e) x(x +2) =—1 
b) z = v2a? d)1-5ga=0 f) x(x —8) = 4(x — 9) 
Rozwiąż równanie. 
a) x? —44-5=0 d) 4x” -3:+9=0 g) z(z—5) = 2z(x — 1) 
b) 2x? +5:+1=0 e) Tx*+2xu=1 h) 2(1 — 5x) = (1 — x)? 
c) 32? — 14r—-5=0 f) -32 +z+1=0 i) (£? +4) =i(1- zx) 
Rozwiąż nierówność. 
a)a+z-1>0 c) 5x? —50+2<0 e) 4r- 3r? <2- zr’ 
b) 4x? + 200 +25<0 d) 3x? + 6x > 2 f) —x(4- x) > 4- x? 
Wyznacz zbiory AN Bi A\B. 
a) A=fxER:x*+2r-1<0),B=frER:x*+x>0) 
b)A=fx€ER:x*”+4x1+2>0), B=fxz€ER:x*-x1-—6<0) 
c) A={xER:3r+18 > x°}, B=fuER:ax* —4u <3} 
Rozwiąż równanie. 
a) (x? — 4)(x?+9)=0 c) z*—2a27+1=0 e) zt — 16r? = 0 
b) (9x? — 4)(x?—3)=0 d) zt +16r?=0 f) 4x +4r?+1=0 
Rozwiąż równanie, stosując odpowiednie podstawienie. 
a) z* — 3r? —4=0 d) 8x* — 3x? —3=0  g) zf—2r°—8=0 
b) zt — 6r? +8 = 0 e) zt — 6r? —16=0  h)x*+22x2*—15=0 
c) zf + 7r? +10=0 f) «* —227—5=0 i) z*+10x+25=0 
Rozwiąż układ równań. Podaj jego interpretację geometryczną. 
=1r+3 =3xz—5 = 20 — 2 
a) i 2 b) : 2 c) ” 2 
y= =g" +5 y=r —3 y=g =2z+1 
Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 
y = 22? y =x" —4r+6 y=zu+z+1 
a) 2 b) 2 g 2 
y=3-r y=—x +40 y=x +4z+1 
.ajc=-2lubza=2 (e | B2=Ż29=1lkbR= 1, p =4 
b) c= =2lub s = 42 lub Bż=ly==Zkbz=2d= ll 
*-v2lub" =P 6) a= 1Ly=0klsoz=4Ąy=4 
c) sprzeczne A G==1L7=20liboż=1 y=2 
d) z Voe lub ż = GAZIE bz=lLy=2 i khbr=.7=A 
e) z = —24/2 lub z = 2/2 cjz=(),y=llubx=-—4y=1 
f)z=-vVl+yólubz=vV1+vy6 
g) x = —2 lub z = 2 
h) z = —v3 lub z = V3 


i) sprzeczne 


NA 


Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartość najmniejszą i wartość naj- 
większą funkcji f w podanym przedziale. 

a) f(x) = 2x? + 4x, (—2;1) c) f(x) =x? +2x +1, (0;2) 

b) f(x) = =r? + 2x, (0;4) d) f(x) = =x? + 3x — 2, (—2;2) 


10. Dla jakich wartości a i b suma a?” +b? przyjmuje wartość najmniejszą, jeśli: 
a) a+b=4 b) a—b=3, c) 2a+b=1? 
11. Mamy 240 metrów bieżących siatki ogrodzeniowej. 
Chcemy nią ogrodzić prostokątny ogródek o jak naj- 
większej powierzchni. Jakie wymiary powinien mieć ME: 
ogródek, jeżeli nie będziemy grodzić jednego boku na 
odcinku 10 metrów? 
12. W sklepie zostaje codziennie sprzedanych 40 sztuk pewnego towaru. Zysk 
przypadający na jedną sztukę tego towaru wynosi 240 zł. 
a) Ekspert A twierdzi, że obniżenie ceny o x zł spowoduje wzrost dziennej 
sprzedaży tego towaru o x sztuk. O ile należy obniżyć cenę, aby zysk był 
największy? O ile zwiększy się wtedy zysk? 
b) Ekspert B twierdzi, że podniesienie ceny o (20: x) zł spowoduje spadek 
dziennej sprzedaży tego towaru o z sztuk. O ile należy podnieść cenę, aby 
zysk był największy? O ile zwiększy się wtedy zysk? 
13. Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór tych punktów (x,y), których 
współrzędne spełniają poniższe warunki. 
a” — 4a <0 A z -z-2<0 s +1-6>0 
a 
y —4>0 y? — 2y—3<0 2y +3y-2>0 
E Zestaw II 
1. Dla jakich wartości parametru c funkcja f ma dokładnie jedno miejsce 
zerowe? 
a) f(x) =? +3r +c c) f(£)=-r?+zr+c+1 
b) f(z) = z? —2y5z-c d) f(x) =x? +cr +c 
2. Dla jakich wartości parametru b funkcja f ma dwa różne miejsca zerowe? 
a) f(x) =x? +br+4 b) f(x) = —x? + 2br — 1 
3. Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu liczbę rozwiązań równania 
f(x) = m w zależności od parametru m. 
a) f(x) = |z? + 2x| b) f(x) = x? — |z| c) f(z) = =x? +2|z|+3 
Zestaw II 
1.a) c=? 3. b) 0 dla m € (—0o;—$), 3. e) 0 dla m € (4; o0), 
b) c = —5 2 dla m € {—2}U (0;œ0), 2 dla m € (—00;3) U {4}, 
cje=-— 3dlam=0, 3dlam=3, 
Jo = 4 dla m € (—3;0) 4 dla m € (3;4) 
2. a) b E€ (—00; —4) U(4;00) Y 
b) b € (—00;—1) U (1; œ) 
3. a) 0 dla m € (—06;0), 


2 dla m € {0} U (1; 00), 
3dlam=l, 
4 dla m € (0; 1) 


9. a) najmniejsza: f(—1 
największa: f(1) = 6 
b) najmniejsza: f(4) = 
największa: f(1) = 1 
c) najmniejsza: f(0) = 1, 
największa: f(2) =9 

d) najmniejsza: f(—2 
największa: f(Ż) 

10.a)a=b=2 


11. 62,5 m x 62,5 m 


12. a) o 100 zł; zysk zwiększy się 
o 10000 zł 
b) o 280 zł; zysk zwiększy się 
o 3920 zł 


13. a) Y I 
| i | 
| 
| 
o = % 
1 
O| I X 
u e A 
l 
l 
l 
l 
b) 
1 X 
c) 
Y 
=, EE, 1 RERNE PZ 
O| i X 
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10. 


11. 


12. 


sa cZBilubzZA 


NA 


Taal 4. 


b) z = —3 lub z = —2 lub 
x= -1 
c) z = 1 lub z = 2 lub 


>. RP 5. 


ilja==1=v3 hb n= 
lubz=-1+ 3 


M) m = IKE 6. 


b) a = —6 lub z = —3 lub 
o= lo m=6 


b) z = —5 lub z = 0 lub z = 4 


.a) A=12%4+4.15-20>0, 


zatem równanie ma dwa pier- 


wiastki. 8. 


c] + xå — 81112 = 

= (a1 + t2)? — 10z112 = 
= 5-10 = 08 — 133 
BA (2-042), 
A > 0, więc równanie ma dwa 
pierwiastki. 


£? +r? — 8zi1o = T — 2/2 9. 
.a) f(0) = 3x Fx 2 


b) f(z) = —2a7 + 200 — 48 


. a) m E€ (—00;0) 


nie ma takich m 
e|-20)U40 2) 


b) Dla m = —1 
f(x) = 2 ¢ (1;00). 
/(B) = (1; œ), gdy m+1 > 0 


il dyw = IL 
A 


Yw = "Gm 
(m+1)2-4(m+1)(m+3) _ 
4(m+1) 
m-+1—4(m+3) __ 


— 3m+11 a 1 
= T = 


dla m = —5, ale m > —1, 
zatem nie ma takich m. 


13. a) A = k? — 4m = 0 oraz 
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[D] 7. 


12. 


13. 


Rozwiąż równanie, stosując odpowiednie podstawienie. 
a) (x? — 2x)? + 5(x° — 21)+4=0 c) (x? — 5a)(ax” — 5x + 2) = 24 
b) (x? +42)? + 7(a?” + 4x) +12=0 d) (x? + 2x)(x” +2x—1)=2 


Rozwiąż równanie. 
a) a—Jyx—4—40=0 
Rozwiąż równanie. Sprawdź otrzymane rozwiązania. 


a) vfa — r? — 12. (x? —1)=0 b) (x? + 2a — 15) - Vr? — 4z = 0 


Uzasadnij, że podane równanie ma dwa pierwiastki: £1, £2. Nie wyznacza- 
jąc tych pierwiastków, oblicz wartość wyrażenia £? + x3 — 8x122. 
a) 152? — 12x — 20 = 0 b) (V2 + 1)z? + (v2 — 1)z 


Wyznacz wzór funkcji kwadratowej f, jeśli: 


b) x? — 9|xz| + 18 = 0 


1=0 


a) do jej wykresu należy punkt (0, —2), suma jej miejsc zerowych jest 
równa 3, a suma ich odwrotności jest równa 4, 

b) iloczyn jej miejsc zerowych jest równy 24, a parabola będąca jej wykre- 
sem ma wierzchołek w punkcie (5, 2). 

Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa pierwiastki o różnych 
znakach? 

a) x? +(m-3)z+m=0 
b) gx*+(m+1)z+1=0 


c) imr? + (m? = 1)xz+m' —4m=0 
d) (3m — 2)x* +mz+1-żm=0 
Dla jakich wartości parametru m równanie: 

a) 2x? — ma + m + 2 = 0 ma dwa różne pierwiastki dodatnie, 


b) =x? + (2m — 2)x + m? — 2m = 0 ma dwa różne pierwiastki ujemne? 


. Dla jakich wartości parametru m nierówność spełniona jest przez dowolną 


liczbę rzeczywistą x? 


a) ma? +41+m-1<0 b) (m — 3)? + (3—m)z+m>0 


Wyznacz wartości parametru m, dla których zbiorem wartości funkcji f 
jest przedział (1; oo). 


a) f(x) =x? + (2m+2)zr—m b) f(x) = (m+1)x?+(m+1)z1+m+3 


Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór punktów (k, m), dla których rów- 
nanie a? + kz +m = 0: 
a) ma jedno rozwiązanie xo spełniające warunek |zg| < 2, 


b) ma dwa rozwiązania x1, 12 spełniające warunek z? + z2 = 4. 


r3 = k? — 2m = 4, 


b) A = k? — 4m > O oraz z? ł 
skąd m < kl oraz m = 5 — 2. 

F 5 RE” 24 k2 k2 
Rozwiązujemy nierówność 5% — 2 < $% 
i otrzymujemy: k € (—2v2; 2V2). 


— BE 
m m= z 


Sposób na zadanie 


Przykład 


U 


Dla jakich wartości parametru m równanie xz? — 2mz + m — 1 = 0 ma dwa 


różne pierwiastki mniejsze od 2? 


Aby rozwiązać to zadanie, możemy postąpić na jeden z poniższych sposobów. 


I sposób 
Warunki zadania są spełnione, gdy: 


A>0 A>0 A>0 
uu<2S8G4$1-2<0 (zı — 2)(12 — 2)>0 


e A = b’ — 4ac = (—2m)” — 4(m — 1) = 4m? — 4m +4 
A = 4m? — 4m + 4 > 0 dla m € R (sprawdź). 


Liczby zı — 2 i z2 — 2 
są ujemne, gdy ich 
iloczyn jest dodatni, 
a suma ujemna. 


. (1, —2)(12 — 2) = Tt — 20, — 2L +4 = Ty T2 — 2(Xy +T2) +4 = +2 +4 = 


=m—1—4m+4= —3m+3 
Zatem (zı — 2)(12 — 2) > 0 & -3m + 3 > 0. 
Nierówność ta jest spełniona dla m < 1. 

e (z1 —2) + (z2 - 2) = z1 +22 -4 =-2 -4=2m—4 
Zatem (zı — 2) + (z2 — 2) < 0 & 2m- 4 <0. 
Nierówność ta jest spełniona dla m < 2. 


Po uwzględnieniu powyższych warunków otrzymujemy, że 


II sposób 


m E€ (—00;1). 


Rozpatrzmy trójmian kwadratowy f(x) = «x? — 2mz + m — 1. 


a > 0, więc warunki zadania są spełnione, gdy: 


A>0 Y Dwa różne pierwiastki są mniejsze od 2, 
Zu <2 gdy pierwsza współrzędna wierzchołka 
paraboli £w < 2 oraz f(2) > 0 (dlaczego?). 
f2)>0 o| 73 
» A> 0 dla m e R (sprawdzone tak jak w sposobie wyżej) 
erg SEP ŚR = 
wo 2a 2 


Zatem z, < 2 dla m < 2. 
-.f(2)=2—2m:2+m—1=-3m+3 


Nierówność —3m + 3 > 0 jest spełniona dla m < 1. 


Odpowiedź: Warunki zadania są spełnione dla m € (—oo; 1). 
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testów i sprawdzianów 
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4.A.A=16—20<0 
B. A=16-:3—4-:4-3=0 
CSR 6% 8 
D. xı = —6, t2 = 1 


5. ao = 2 o 


7. 1° Dla m = 1 równanie 
2x+3 = 0 ma dokładnie jedno 
rozwiązanie. 
2° Dla m > 1 równanie ma 
dokładnie jedno rozwiązanie, 
gdy A = —4m + 8 = 0, czyli 
dla m =2. 
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W Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest poprawna. 


1. 


10. 


Liczba pierwiastków równania 8z* + 5a? — 12 = 0 jest równa: 


A. 0, B. 1, G 2 D. 4. 

RZE s , : NE 16z?—1 
Dla jakich liczb rzeczywistych x określone jest wyrażenie le a. 
A.zER C. ERĄ [-5,7 
BERAE D.zER|(=3,—45:47 
Najmniejsza wartość funkcji f w przedziale (0; 2) jest liczbą dodatnią, gdy: 
A. f(x) =x? —2xz+1, C. f(1)=-x*+3xu+1, 
B. f(z1)=3x* +6z—1, D. f(x) = —3a” + 4a +1. 
Dwa różne pierwiastki dodatnie ma równanie: 
A. x? — 4r +5=0, C. r? —5r+6=0, 
B. 4x? — 43x +3 = 0, D. 1 +51 —6=0. 


Punkt (£0, y0) jest punktem wspólnym parabol y = ~x? + 8x — 8 i y = 2°. 
Wówczas |x£o — yo| równa się: 
A. 2, B. 4, C. 6, D. 8. 


Równanie 2x? + 3x + m = 0 nie ma rozwiązań wtedy i tylko wtedy, gdy: 
A. m> 1,125, B. m>-—?, C m<$, D. m <2. 


Jeżeli równanie (m — 1)x? + 2ma + (m + 2) = 0 ma dokładnie jedno 
rozwiązanie, to liczba m należy do przedziału: 
A. (—00; —2), B. (2;00), C. (-2;0), D. (0;2). 


Nierówność ma? + 4x + 4 < 0 nie ma rozwiązań wtedy i tylko wtedy, gdy: 
A.m>0, B.m<0, (0 mèl, D.m<1L. 


Pole prostokątnej działki, której jeden bok jest o 2 m dłuższy od drugiego 
boku, wynosi 288 m°. Obwód tej działki jest równy: 


A. 64 m, B. 68 m, C. 72 m, D. 76 m. 


Boki prostokąta P; o wymiarach 4 cm i 8 cm wydłużono o x cm i otrzymano 
prostokąt P> o polu równym 96 cm”. Przekątna prostokąta P> ma długość 
równą: 


A. 3y10 cm, B. 4y10 cm, C. 3V13 cm, D. 4/13 cm. 


. 1° Dla m = 0 otrzymujemy nierówność 10. (4+ x)(8 + x)= 96, z > 0 


liniową 4x + 4 < 0, która ma rozwiąza- «u? +12 —64=0 

nia. (z + 16)(z — 4) =0 

2° Dla m # 0 mamy nierówność kwa- z=4 

dratową, która nie ma rozwiązań, gdy Długość przekątnej prostokąta P>: 
m>D0iA=16-— 16m < 0, czyli dla 82 + 127 = 4/13 [em] 

mz ll, 


a(z F2)—288 0>0 


«u? + 2x — 288 = 0 
(x + 18)(x — 16) = 0 
x= l6 

Ob = 68 [m] 


Przed obowiązkową maturą z matematyki W 


E Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Rozwiąż równanie z* — 32? — 28 = 0. 


Zadanie 2 (2 pkt) 

= 4, J2c—y=0 
Rozwiąż układ równań 5 
c —2y=0 
Zadanie 3 (2 pkt) 
Suma liczby a i potrojonej liczby b wynosi 12. Oblicz największą wartość 
iloczynu liczb a i b. 


E Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 4 (5 pkt) 
Wskaż te rozwiązania równania z* — 14x? + 45 = 0, które spełniają warunek 
2x? — 3x — 5 >Q. 


Zadanie 5 (4 pkt) 
Dane są proste k: y = 2x + 2 oraz l: y = —2x — 5. Sprawdź, która z tych 
prostych ma więcej punktów wspólnych z parabolą y = z? + 4x + 3. 


[D] Zadanie 6 (5 pkt) 

Boki trapezu prostokątnego przedstawionego na rysunku obok 
spełniają warunki: x + y + z = 18 oraz z = 2x. Uzasadnij, że 
jeśli taki trapez ma największe możliwe pole, to jego obwód 
jest nie mniejszy od 27. 


c 


Zadanie 7 (5 pkt) 

Suma długości wszystkich krawędzi prostopadłościanu, którego podstawą jest 
kwadrat, wynosi 48 cm. Oblicz największe pole powierzchni całkowitej takiego 
prostopadłościanu. 


Zadanie 8 (5 pkt) 4 

Rozpatrujemy prostokąty położone w I ćwiartce 

układu współrzędnych. Trzy wierzchołki tych prosto- C B 

kątów leżą na osiach układu współrzędnych, a czwar- 

ty leży na prostej y = — 4x + 4 (rysunek obok). O A X 


a) Podaj wzór opisujący pole prostokąta w zależności od współrzędnej £o 
punktu 4. 

b) Który spośród tych prostokątów ma największe pole? Podaj współrzędne 
jego wierzchołków. 


7. Niech a — długość krawędzi podstawy, 
h — wysokość prostopadłościanu. 
8a + 4h = 48, czyli h = 12 — 2a 
Pole powierzchni całkowitej prostopa- 
dłościanu: 
P(a) = 2a” + 4ah = —6a* + 48a, 
gdzie a € (0; 6) 
Największa wartość funkcji P jest osią- 
gnięta dla aw = = = 4 i wynosi 
P(4) = 96 [cm?]. 


8. a) Długości boków prostokąta: 
to lyo = —3%0 + 4 
Pole prostokąta: 
P(x0) = £o * yo = — 526 + 410, 
gdzie zo € (0;6) 
b) Największa wartość funkcji P jest 
osiągnięta dla zo = 3, stąd yo = 2. 


Współrzędne wierzchołków: 
A(3,0), B(3,2), C(0, 2), O(0, 0) 
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(65067 EN)=0 


=-vflubz=VT 


. a + 3b = 12, czyli a = 12 — 3b 


a:b = (12 — 3b)b = —3(b— 4)b 
Największa wartość dla 
bu = 9 = 2 wynosi 12. 


- (66 >5(6=5)=0 


c = —3 lub z = 3 lub 

x = — v5 lub z = v5 

Dro g= S) 

x € (—00; —1) U (Žž; o0) 
Zatem z = —3 lub z = — v5 
mias = S 


. T? +40 +3=2x0+2 


«x +2r+1=0 
c+1)7=0 


z? +40 +3 = —2a—5 
2” +60 +8=0 

(z + 4)(a +2)=0 

x = —4 lub z = -2 

Z parabolą więcej punktów 
wspólnych ma prosta l. 


D A= 


ig=l==z= I$=5w 
Pole trapezu: 
P(x) = 3(1+z)y = z1(6—z), 
gdzie z € (0;6) 
Największą wartość funkcja P 
osiąga dla cw = a = 3, stąd 
y= Z =60. 
Długość czwartego boku tra- 
pezu: uż y = 9, więc 
obwód trapezu: 
wyer U= 

=I 2 IE-FO = 20 


Odpowiedzi do zadań 

1. 36% — 43a? + 12 = (z + $). 
(z — $)(e + 3)(0 — 3) 
8 +2 — 1,5326... 
Należy zakodować: 153. 


2. Współrzędne punktu wspól- 
nego: (1 "L-VB. 25) 


(ERO ia = 
=44+ 2y5 x 8,472 

Należy zakodować: 847. 
3.m41iA=13-—4m>0, 

czyli m < 3,25 i m £ 1, stąd 

mo = 3: 

V3mo = 3V3 ~ 5,196 

Należy zakodować: 519. 

4. Niech P będzie funkcją opisu- 
jącą pole zacieniowanego ob- 
szaru. Przyjmijmy oznaczenia 
jak na rysunku, wówczas: 

4r + dy = 8 
czyliiy=2= «m, a € (0;2). 
P(x) = (ra? + ny? t 

+2« - 2y) — 1 R” = 


=ne +y”) + 4zy — mR” = 
= nR? + 4cy — 1 R” = 
=4g(2 — z) 


Funkcja P przyjmuje naj- 
większą wartość w wierzchoł- 
ku paraboli będącej jej wykre- 
sem, czyli dla zw = 1. 
Wartością tą jest f(1) = 4, 
czyli pole zacieniowanego ob- 
szaru jest nie większe niż 
4 cem?. 

5. z E (—00; —2) U (2; oo) 

YA 
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W Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-3 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Oblicz sumę dodatnich pierwiastków równania 36x* — 43x? + 12 = 0. Zakoduj 
cyfrę jedności i dwie pierwsze cyfry po przecinku otrzymanej liczby. 


Zadanie 2 (2 pkt) 

Punkt (x1, y1) leży w pierwszej ćwiartce układu współrzędnych i jest punktem 
wspólnym paraboli y = 41? i prostej y= 51 +1. Zakoduj cyfrę jedności i dwie 
pierwsze cyfry po przecinku liczby 2; © 41. 


Zadanie 3 (2 pkt) 

Niech my będzie największą całkowitą wartością parametru m, dla której rów- 
nanie (m— 1)x* —3«x+ 1 = 0 ma dwa różne pierwiastki. Zakoduj cyfrę jedności 
i dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby v3mv. 


[D] Zadanie 4 (5 pkt) 


Każdy księżyc zbudowany na boku prostokąta jest ogra- 
niczony okręgiem opisanym na tym prostokącie oraz 
okręgiem, którego środkiem jest środek danego boku. sa 
Wykaż, że jeśli obwód prostokąta jest równy 8 cm, to 
pole zacieniowanego obszaru jest nie większe niż 4 cm*. 


Zadanie 5 (4 pkt) 
Naszkicuj wykresy funkcji f(x) = 4a” +x -— 1i g(x) = 4- 2ļ|x — 1|. Podaj 
rozwiązanie nierówności f(x) > g(x). 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Naszkicuj wykres funkcji f, która każdej liczbie rzeczywistej m przyporząd- 
kowuje liczbę rozwiązań równania (m — 1)a* + (m — 1)z1 +2 =0. 


Zadanie 7 (4 pkt) 
Dla jakich wartości parametru m równanie x? + (m — 1)x + 4 = 0 ma dwa 
różne pierwiastki mniejsze od 4? 


Zadanie 8 (5 pkt) 
Dla jakich wartości parametru m równanie £? — (3m = 1) «+6 = 0 ma dwa 
różne pierwiastki x,, 1» spełniające warunek |z; — z| = 12? 


Zadanie 9 (4 pkt) 

Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór punktów (k,m), dla których suma 
kwadratów dwóch różnych pierwiastków równania a? + ka + im = Q jest 
równa 2. 


6. 1 Dlam—1=0, czyli dla m = 1 otrzy- 7. m E€ (—4; —3) U (5; oo) 
mujemy 2 = 0 sprzeczność, czyli 8. m- VE m- 1+4y32 
ja) =0. ; a ae 
2° Dla m Æ 1 równanie jest kwadratowe. i 
A= (m - 1)(m — 9) 1 
f(m) =0 dla m € (1;9), » 
f(m) =1dlam=9, O k 
f(m) = 2 dla m € (—0o; 1) U (9; o0). 


